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Poincaré et le principe d’induction
JACQUELINE BONIFACE

Université Toulouse 2 Le Mirail
boniface@univ-tlse2fr

RESUME. — Le principe d’induction est lié a la définition des nombres entiers
d’une facon a la fois essentielle et sujette a controverse. Fonde-t-il ces nom-
bres, ou bien trouve-t-il en eux son fondement? Son statut lui-méme peut étre
congu de diverses maniéres. Est-il donné par I'expérience, par I'intuition, par
la logique, par convention ? Ces questions furent I'objet d’une apre discussion,
autour des années 1905-1906, dans le cadre plus large d’'un débat sur les
fondements des mathématiques qui opposa Poincaré aux logicistes (en
particulier Russell et Couturat) et aux «axiomatistes» (en particulier Peano et
Hilbert). Nous proposons dans cet article de faire le point sur les termes et les
enjeux de cette discussion. Nous montrerons en outre qu’elle fut 'occasion
d’une redéfinition de I'analytique et, par suite, des frontiéres de la logique.

ABSTRACT. — The principle of induction is linked essentially to the definition
of “integers”, but at the same time has been the subject of controversy: Is the
principle founded on integers or, on the contrary, are integers founded on it?
The principle itself can be understood in different ways: as a result of
experiment, intuition, logic or convention. These topics were hotly debated in
the years 1905-06, in the context of a larger debate on the foundations of
mathematics, in which Poincaré opposed the logicists (in particular Russell
and Couturat) and the “axiomatists” (in particular Peano and Hilbert). This
article reconsiders what is at stake by looking at the debate in detail and also
shows that the debate provided an opportunity for redefining analyticity, and
in doing so, redefining the domain of logic.

Introduction

Dans le premier chapitre de La Science et I’bypothese, intitulé «Sur la
nature du raisonnement mathématique' », Poincaré reléve une contradic-
tion apparente qui mettrait en question la possibilité méme de la science.
La contradiction repose sur la nécessité supposée, pour une science, d’étre
a la fois rigoureuse et créative. Elle s’appuie en outre sur une réduction de
la rigueur a la méthode déductive et sur une caractérisation de cette der-
niére comme stérile. Si la science est rigoureuse (entendez déductive), alors
elle est nécessairement stérile et n’apportera donc aucune connaissance
nouvelle, ce qui est impossible. Si la science est créative, alors elle n’est pas
entierement déductive, donc pas complétement rigoureuse, ce qui est
également impossible. Pour résoudre I’aporie, si ’'on maintient la nécessité,
pour la science, d’étre a la fois rigoureuse et créative, il faut revoir les
présupposés qui identifient d’une part rigueur et déduction, d’autre part

1. Paru une premiére fois dans la Revue de métaphysique et de morale en 1894, cet
article est repris dans Poincaré, 1902.
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déduction et stérilité. Poincaré ne remet pas en question le second; C’est le
premier qu’il scrute. Tout raisonnement mathématique est-il déductif, ou
bien y a-t-il en mathématique des raisonnements non déductifs et pourtant
rigoureux ? C’est en arithmétique, 1a ou la pensée mathématique est « restée
pure », qu’il choisit d’enquéter pour répondre a cette question. Le raison-
nement non déductif et pourtant rigoureux qu’il y découvre est le raison-
nement par récurrence, fondé sur le principe d’induction. Avant de nous
intéresser a ce raisonnement, voyons ce qu’il en est du présupposé que
Poincaré n’interroge pas, a savoir la caractérisation de la déduction comme
stérile.

Si le raisonnement déductif est stérile, c’est qu’il est tautologique. Ce
caracteére tautologique apparait d’une fagon particuliérement nette dans le
syllogisme, qui est la forme princeps de la déduction. Dans le syllogisme,
en effet, la conclusion est « contenue » dans les prémisses, elle particularise
la premiére proposition. « Le raisonnement syllogistique, dit Poincaré, reste
incapable de rien ajouter aux données qu’on lui fournit; ces données se
réduisent 4 quelques axiomes, et on ne devrait pas retrouver autre chose
dans les conclusions?. » La déduction, que Poincaré décrit comme une suite
de syllogismes, ne serait donc « qu’une maniére détournée de dire que A est
A’ ». Méme si Poincaré concede que tous les raisonnements déductifs ne se
réduisent pas complétement au syllogisme, ces raisonnements sont cepen-
dant, selon lui, tous «impuissants», et cette impuissance est due a leur
caractére analytique. C’est donc finalement le caractére analytique du
raisonnement déductif qui est cause de stérilité. Puisque, selon la définition
kantienne, un jugement est analytique si «le prédicat B appartient au sujet
A comme quelque chose déja contenu (implicitement) dans ce concept A*»,
tout jugement analytique, et donc tout raisonnement déductif, ne ferait, en
effet, que développer le contenu implicite des données initiales.

Frege et les logicistes, on le sait, se sont opposés a ce qu’ils jugeaient
étre une sous-estimation de la valeur des jugements analytiques. Frege, par
exemple, reprochait a Kant de déterminer d’une maniére trop étroite les
concepts, par «une simple conjonction de caractéres®». Ce qui, explique-
t-il, est «la maniére la moins féconde de construire des concepts ». Aucune
des définitions mathématiques fécondes, par exemple celle de la continuité
d’une fonction, ne proceéde ainsi. Dans de telles définitions, dit-il, «on ne
peut pas savoir d’avance ce qu’on en pourra déduire; on ne se contente
plus de retirer de la boite ce qu’on y a placé». Il conclut ainsi:

De telles déductions accroissent notre connaissance et il faudrait, si on veut
étre fidele a Kant, les tenir pour synthétiques. On peut cependant les

2. Poincaré, 1902, p. 10.

3. Ibid., p. 10.

4. Kant, 1781, p. 63.

5. Frege, 1884, p. 100; trad. frang., p. 212.
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démontrer d’'une maniére purement logique: elles sont donc analytiques. Elles
sont bien, en fait, contenues dans les définitions, mais elles le sont comme
une plante lest dans une graine, non pas comme une poutre I’est dans la
maison. Souvent, plusieurs définitions sont nécessaires a la démonstration
d’une proposition; elle n’est donc contenue dans aucune d’entre elles prises
séparément, bien qu’elle découle de leur conjonction par le seul fait de la
logique pure®.

C’est en fait une redéfinition de I’analytique que propose Frege; selon
cette nouvelle définition, I’analytique n’est plus caractérisée comme tauto-
logique, et la science peut prétendre a la rigueur déductive sans étre
menacée de stérilité.

On pourrait penser, de prime abord, que la divergence entre Frege et
les logicistes d’une part, Poincaré et les kantiens de I’autre, n’est finalement
qu’une question de vocabulaire: des propositions étant appelées analyti-
ques par les premiers alors qu’elles sont nommées synthétiques par les
seconds. Cette divergence ne se réduit cependant pas a une querelle de
mots; la frontiére entre propositions analytiques et propositions synthé-
tiques délimite en effet le domaine de la logique. C’est d’ailleurs ce
qu’exprime Poincaré lui-méme dans sa critique de la logique de Russell, ou
il écrit au sujet des principes indémontrables que Russell y introduit:

Mais ces principes indémontrables, ce sont des appels a 'intuition, des juge-
ments synthétiques a priori. Nous les regardions comme intuitifs quand nous
les rencontrions, plus ou moins explicitement énoncés, dans les traités de
mathématiques; ont-ils changé de caractére parce que le sens du mot logique
s’est élargi et que nous les trouvons maintenant dans un livre intitulé Traizé de
logique ? 1ls n’ont pas changé de nature; ils ont seulement changé de place’.

Alors que cette question de la délimitation du domaine de la logique
semble étre secondaire aux yeux de Poincaré, elle nous parait étre au cceur
de la controverse qui ’opposa aux logicistes. Le statut du principe d’induc-
tion, qui fut treés discuté lors des débats qui ont alimenté cette controverse,
y a une importance centrale, car il décide du rapport entre logique et
arithmétique ainsi que du fondement de cette derniére.

1. Le principe d’induction: principe intuitif, principe logique ou définition ?

Dexemple de raisonnement non déductif et pourtant rigoureux, auquel
Poincaré parvient en parcourant les démonstrations élémentaires de I’arith-
métique, est, nous ’avons dit, le raisonnement par récurrence. Selon ce
raisonnement, «on établit d’abord un théoréme pour # =1; on montre
ensuite que s’il est vrai de 7 —1, il est vrai de 7 et on en conclut qu’il est
vrai pour tous les nombres entiers® ». La caractéristique de ce procédé, qui

6. Ibid., p. 100-101, trad., frang., p. 212. Nous soulignons.
7. Poincaré, 1905, p. 829.
8. Poincaré, 1902, p. 19.
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est le principe d’induction complete, est «qu’il contient, condensés pour
ainsi dire en une formule unique, une infinité de syllogismes’». Ce qui
distingue donc le raisonnement par récurrence d’un raisonnement déductif,
qui, lui, contient seulement un nombre fini de syllogismes, c’est qu’il est un
«instrument qui permet de passer du fini a ’infini ». Ce raisonnement, qui
est pour Poincaré le «raisonnement mathématique par excellence », est
indispensable pour établir les théorémes généraux de I’arithmétique, et
donc pour faire de cette discipline une science.

Quelle est la nature du principe d’induction qui fonde le raisonne-
ment par récurrence ? Poincaré le définit d’abord négativement. Le principe
d’induction est irréductible au principe de non-contradiction et ne peut pas
étre donné par I’expérience, car les deux ne peuvent fonctionner que dans
le fini. Ce principe, «inaccessible a la démonstration analytique et a Pexpé-
rience », est donc un jugement synthétique a priori. Ce jugement ne saurait
se réduire 4 une convention comme les axiomes de la géométrie, selon la
conception de Poincaré. On ne peut pas non plus assimiler ce jugement a
I’induction telle qu’elle est utilisée dans les sciences physiques, car une telle
induction, reposant sur la croyance en un ordre de 'univers, est toujours
incertaine. Pourtant ce jugement s’impose a nous «avec une irrésistible
évidence ». Pourquoi ? « C’est, répond Poincaré, qu’il n’est que I’affirmation
de la puissance de I’esprit qui se sait capable de concevoir la répétition
indéfinie d’un méme acte dés que cet acte est une fois possible.» Cette
faculté de Desprit, Poincaré I’appelle encore «intuition du nombre pur ».
Elle est le complément indispensable de la logique: la logique «qui peut
seule donner la certitude est instrument de la démonstration: I'intuition
est I'instrument de I’invention!® ».

Bien que Poincaré se réclame de Kant, sa conception de I’intuition est
trés différente de celle de Kant. Plus exactement, Poincaré distingue trois
sortes d’intuition: «d’abord, ’appel aux sens, et a ’imagination; ensuite,
la génération par induction, calquée, pour ainsi dire, sur les procédés des
sciences expérimentales », enfin « intuition du nombre pure!! ». C’est cette
derniére qui est a I’origine du principe d’induction et qui « peut engendrer
le véritable raisonnement mathématique ». Elle est la seule des trois sortes
d’intuition a ne pas nous tromper ; elle n’est pas sensible mais intellectuelle,
alors que pour Kant, I’intuition est toujours sensible. Ainsi, selon Poincaré,
le raisonnement mathématique, notamment en analyse, comprend deux
composantes, la logique, réduite a un calcul aveugle, et I’intuition du
nombre pur, qui fonde le principe d’induction.

Pour les logicistes, et en particulier pour Frege et Russell, la logique
ne se réduit pas a étre I« instrument de la démonstration » ; elle en est aussi

9. Ibid., p. 20.
10. Poincaré, 1905, p. 37.
11. Ibid., p. 33.
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la matiere; elle est la «science de Pétre-vrai». Larithmétique doit se déve-
lopper en un systéme de propositions analytiques, dérivées a partir d’un
noyau de vérités logiques. Ce systéme n’est pas purement formel, il a un
contenu qui est en germe dans les propositions primitives. Ce qui fait dire
a Frege que Parithmétique est une «logique développée ». Ainsi, la logique
n’est pas seulement rigoureuse, elle est aussi efficace et créative. Cette
fécondité ne repose pas sur le pouvoir d’un sujet, qu’il soit mathématicien,
esprit humain, voire sujet transcendantal, elle repose sur la «source
logique », le «réservoir de pensées » inépuisablement disponibles. «Les lois
de la logique, écrit par exemple Russell, quoiqu’on ait coutume de les
appeler “lois de la pensée”, sont des lois aussi objectives que la loi de la
gravitation. Les vérités abstraites expriment des relations qui subsistent
entre les universels; ’esprit peut reconnaitre ces relations, mais ne peut les
créer!'?. »

Frege marqua le début du mouvement logiciste en tentant de donner
un fondement purement logique a I’arithmétique. Son projet, entrepris dans
la Begriffsschrift'? (Idéographie), parue en 1879, est achevé dans les deux
tomes des Grundgesetze der Arithmetik'* (Lois fondamentales de I’arithmé-
tique), en 1893 et 1903. Ce projet comprend une définition purement
logique du concept de nombre et une démonstration purement logique du
principe d’induction. Contrairement a Poincaré qui affirmait que le prin-
cipe d’induction est indémontrable, Frege entend faire de ce principe une
simple conséquence du concept de succession dans une suite, concept défini
dans le troisieme chapitre de la Begriffsschrift, et ainsi le fonder dans la
logique. Il écrit dans les Grundlagen:

Seule cette définition de la succession dans une suite permet de réduire aux
lois logiques générales l’inférence de 7 a (n+1), qui pourrait sembler propre
aux mathématiciens®.

Russell fut le premier a reconnaitre ’intérét du travail de Frege. Plus
de vingt ans apres la parution de la Begriffsschrift, il donna une analyse
critique trés élogieuse des « doctrines arithmétiques et logiques de Frege »
dans ’appendice A aux Principles of Mathematics'®. Il vanta notamment sa
«trés admirable théorie des suites (progressions) ou plutdt des suites
généralisées (series) que 'on peut engendrer par des relations de un a
plusieurs'” ». Sa propre théorie est tout a fait parallele a celle de Frege;
Russell insiste toujours a la fois sur Pantériorité du travail de Frege et sur
I’indépendance de ses propres découvertes. Nous présenterons la théorie

12. Russell, 1911, p. 58; repris dans Heinzmann, 1986, p. 301.
13. Frege,1879.

14. Frege, 1893, Frege 1903.

15. Frege, 1884, p. 93; trad. frang., p. 206.

16. Russell, 1903.

17. 1bid., § 495.
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logiciste, et plus particulierement la conception logiciste de I’induction
mathématique, a partir de la théorie de Russell qui fut ’objet de la critique
de Poincaré.

Dans les Principles of Mathematics, Russell part de ’axiomatisation
de Peano auquel il reconnait le mérite d’avoir montré que la théorie des
nombres peut étre dérivée de trois notions primitives: 0, nombre, succes-
seur, et de cinq propositions primitives:

1. 0 est un nombre.

2. Le successeur de tout nombre est un nombre.

3. Deux nombres différents n’ont pas le méme successeur.

4. 0 n’est le successeur d’aucun nombre.

5. Toute propriété possédée par O et par le successeur de tout nombre est
vraie de tous les nombres.

Cependant, pour Russell, le travail accompli par Peano est a com-
pléter. Pour Peano et les axiomatistes, un systéme axiomatique constitue
une définition, dite «par postulats», ou, selon Iexpression de Poincaré,
une définition « déguisée » des notions primitives introduites par le systéme.
De telles définitions sont inacceptables pour les logicistes, notamment parce
qu’elles n’assurent pas l'unicité de ce qui est défini. Un systéeme axio-
matique définit au contraire une infinité d’objets. Afin que les nombres
satisfaisant aux axiomes de Peano soient déterminés et correspondent a
nos nombres ordinaires, il faut, selon les logicistes, donner aux notions
primitives une interprétation qui soit conforme a la réalité, c’est-a-dire leur
donner un fondement logique:

Nous désirons que «0», «nombre » et «successeur » aient une signification
telle que nous ayons notre compte de doigts, nos deux yeux, notre nez, [...]
nous voulons que nos nombres soient déterminés, et ne se contentent pas de
satisfaire certaines propriétés formelles. La théorie logique de ’arithmétique,
elle, permet de définir une interprétation déterminée!®.

Le probléeme de Russell sera donc de faire accéder les notions primi-
tives, puis les propositions primitives, considérées dans un premier temps
comme simples principes, au statut de définitions, c’est-a-dire de leur don-
ner un contenu déterminé. Ceci concerne notamment la 5¢ proposition de
Peano, le principe d’induction:

La clé du probléme, c’est I'induction mathématique. Souvenons-nous qu’au
chapitre premier, c’était l1a le contenu de la cinquiéme proposition primitive
concernant les nombres naturels: si une propriété appartient a 0, ainsi qu’au
successeur de tout nombre qui la possede, elle appartient a tout nombre.
Nous ’avons présentée comme un principe, nous allons maintenant en faire
une définition®.

18. Russell, 1919, trad., p. 47-48.
19. Ibid, p. 70.
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A cette fin, Russell définit les notions de propriété et de classe héré-
ditaires, de propriété et de classe inductives, et de postérité.

On dit qu’une propriété est « héréditaire » dans la suite des nombres naturels,
si, quand elle appartient 2 un nombre 7, elle appartient aussi au successeur
de 1, n + 1. Une classe est dite de méme « héréditaire », lorsque, si n appar-
tient A cette classe, il en est de méme pour 7 + 1. [...] On dit qu’une propriété
est «inductive » quand elle est héréditaire et appartient a 0. Une classe est
dite de méme «inductive » lorsqu’elle est héréditaire et contient 0. [...] On
définit la « postérité » d’un nombre naturel donné, par rapport a la relation
«prédécesseur immédiat » (la converse de la relation «successeur »), comme
la totalité des objets qui appartiennent a toute classe héréditaire contenant ce
nombre?.

A partir de ces définitions, dont il donne ensuite des énoncés plus
généraux en les appliquant a une relation R quelconque, Russell peut défi-
nir les nombres naturels comme «la postérité de 0 pour la relation
“prédécesseur immédiat” ». Il s’ensuit d’abord une réduction du nombre
des notions primitives de trois a deux (la notion de nombre découle des
deux autres), et du nombre des propositions primitives de cinq a trois (la
premiére, affirmant que 0 est un nombre, et la derniére, le principe d’induc-
tion, sont conséquences de la définition précédente des nombres naturels).
Russell donne ensuite des définitions logiques des deux notions primitives,
0 et successeur, puis démontre les trois propositions primitives restantes.
Ainsi, pour Russell, Pinduction mathématique, de principe devient défini-
tion; elle n’est plus liée a4 des notions primitives considérées comme indé-
finissables et susceptibles d’une infinité d’interprétations, mais a des
notions définies logiquement, et donc déterminées: la logique est onto-
logique.

Ce sont ces théses que Poincaré critiqua séverement dans deux articles
parus dans la Revue de métaphysique et de morale, en 1905 et 1906, sous
le titre « Les mathématiques et la logique?! ». La critique de Poincaré visait
aussi, en plus des travaux de Russell diffusés en France par Couturat, ceux
de Peano et de Hilbert. En considérant le principe d’induction comme un
principe intuitif, Poincaré s’opposait en effet a la fois aux points de vue
axiomatiques, représentés par Peano et par Hilbert, et a la conception
logiciste, représentée par Russell et Couturat. Nous verrons plus loin les
divergences entre Poincaré et Hilbert.

Concernant la présentation axiomatique de Peano, Poincaré objecte
que le principe d’induction qui y est introduit doit étre considéré soit
comme un axiome proprement dit, soit comme une définition par postulats.
Le premier cas, selon Poincaré, fait appel a I'intuition, le second nécessite
une preuve de non-contradiction. Si donc on veut véritablement ancrer

20. Ibid., p. 71-72.
21. Voir Poincaré, 1905 et 1906.
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P’arithmétique, et par suite toutes les disciplines mathématiques, dans la
logique, il faudra démontrer la non-contradiction du systéme axiomatique
de Peano. Or une telle démonstration est, selon Poincaré, aussi impossible
qu’elle est nécessaire. En effet, elle exige de procéder soit « par exemple »,
en cherchant «a former un exemple d’un objet satisfaisant a la défi-
nition?? », soit en établissant qu’on ne peut déduire, a partir des axiomes,
deux propositions contradictoires. La premiére solution n’est pas toujours
possible, la seconde implique Putilisation du principe d’induction qu’il
s’agit de définir, ce qui constitue un cercle vicieux. Sur cette critique du
systéme de Peano, Russell est d’accord avec Poincaré; nous avons vu qu’il
juge ce systeme insuffisant; I’amélioration qu’il propose évite le cercle
vicieux évoqué par Poincaré. En effet, les définitions que Russell donne des
notions et des propositions primitives de Peano ne sont pas des « définitions
déguisées », des définitions par postulats, mais des définitions directes. Ce
sont de «véritables définitions » qui assurent I'unicité des concepts mathé-
matiques par leur réduction (logique et ontologique) a des idées logiques
antérieurement admises et qui ne nécessitent donc pas une démonstration
de non-contradiction.

Une deuxiéme objection de Poincaré concerne le rapport du principe
d’induction a la définition des nombres entiers. Pour Russell, le principe
d’induction permet de définir la suite des nombres naturels. « Par Pexpres-
sion “les nombres inductifs”, écrit-il, nous désignerons ’ensemble jusqu’ici
appelé “ensemble des nombres naturels”. Dans la mesure ou elle rappelle
que la définition de I’ensemble utilise I'induction mathématique, Pexpres-
sion “nombres inductifs” est préférable?’. » Pour Poincaré, au contraire, la
définition des nombres naturels précéde le principe d’induction: «Un
nombre peut-étre défini par récurrence; sur ce nombre, on peut raisonner
par récurrence; ce sont deux propositions distinctes. Le principe
d’induction ne nous apprend pas que la premiére est vraie, il nous apprend
que la premiére implique la seconde®.» Si, pour Poincaré, le principe
d’induction ne peut entrer dans la définition des nombres naturels, c’est
qu’une telle définition serait inévitablement circulaire. D’une maniére plus
générale, selon Poincaré, toute définition du nombre est nécessairement
circulaire. «Il est impossible, dit-il, de donner une définition sans énoncer
une phrase, et difficile d’énoncer une phrase sans y mettre un nom de
nombre, ou au moins le mot plusieurs, ou au moins un mot au pluriel? ».
Cette remarque est sans doute juste, mais elle ne constitue pas, nous
semble-t-il, une critique valable des définitions logicistes. Ce ne sont pas en
effet ces définitions qui sont circulaires, mais leur traduction dans un lan-

22. Poincaré, 1905, p. 819.

23. Russell, 1919; trad. frang., p. 79.
24. Poincaré, 1905, p. 835.

25. Ibid., p. 821.
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gage courant inadéquat. Ainsi, la définition de zéro que donne Frege dans
les Grundlagen — «0 est le nombre cardinal qui appartient au concept
non identique a soi-méme?® » —, apres avoir défini le nombre cardinal qui
appartient au concept F comme «’extension du concept “équinumérique
au concept F”?”», nous parait échapper a la critique de Poincaré. En effet,
Frege lui-méme montre que le terme « équinumérique » (gleichzablig), qu’il
définit par la correspondance biunivoque, ne suppose pas I’idée de nombre.
Il prend Pexemple d’un maitre d’hotel qui voudrait s’assurer qu’il y a sur
la table autant de couteaux que d’assiettes: «il n’a pas besoin, dit Frege,
de compter les uns et les autres des lors qu’il met un couteau a droite de
chaque assiette, de sorte que chaque couteau soit sur la table & droite d’une
assiette ». «Les assiettes et les couteaux, ajoute-t-il, sont dans une corres-
pondance biunivoque parce qu’ils sont tous liés entre eux par le méme
rapport de position?s. »

Une troisieme objection faite par Poincaré nous parait plus sérieuse.
I s’agit encore d’un cercle vicieux, mais qui concerne cette fois 'usage du
mot «tous », lié a la considération de classes infinies:

Le mot fous a un sens bien net quand il s’agit d’'un nombre fini d’objets;
pour qu’il en efit encore un, quand les objets sont en nombre infini, il faudrait
qu’il y elit un infini actuel. Autrement fous ces objets ne pourront pas étre
congus comme posés antérieurement a leur définition et alors si la définition
d’une notion N dépend de tous les objets A, elle peut étre entachée de cercle
vicieux, si parmi les objets A il y en a qu’on ne peut définir sans faire
intervenir la notion N elle-méme?.

Et Poincaré note que dans la définition russellienne du principe d’in-
duction le mot fous intervient:

Appelons classe récurrente toute classe de nombres qui contient zéro, et qui
contient 7 + 1 si elle contient 7.

Appelons nombre inductif tout nombre qui fait partie de toutes les
classes récurrentes. [...]

Un nombre inductif est celui qui appartient a toutes les classes récur-
rentes; si nous voulons éviter un cercle vicieux nous devons entendre: a
toutes les classes récurrentes dans la définition desquelles n’intervient pas
déja la notion de nombre inductif*’.

Russell reconnait la difficulté, en 1908, dans son article « Mathe-
matical Logic as Based on the Theory of Types® ». Il écrit ainsi qu’«une
affirmation concernant “toutes les propriétés de x” est toujours dénuée de

26. Frege, 1884, p. 87; trad. frang., p. 200.

27. 1bid., p. 79-80; trad. frang., p. 194.

28. Frege, 1884, p. 81-82; trad. frang., p. 195-196.
29. Poincaré, 1906, p. 316.

30. Ibid., p. 308-310.

31. Russell, 1908.
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sens ». La nécessité de telles affirmations se manifestant dans de nombreux
cas, et «tout spécialement en relation avec Pinduction mathématique »,
Russell propose de remplacer «tous les» par «un quelconque». Ainsi,
poursuit-il, nous pouvons dire « une propriété quelconque, possédée par 0,
et par le successeur de tout nombre qui la posséde, est une propriété de
tous les nombres finis », ce qui permet de définir le principe d’induction.
Mais le probleme persiste si ’on veut définir un nombre entier ; du principe
d’induction énoncé précédemment, on ne peut en effet déduire qu’«un
nombre fini est un nombre qui posséde toutes les propriétés possédées par
0 et par le successeur de tout nombre qui les posséde® ». «Si nous limitons
la portée de cette affirmation aux propriétés des nombres du premier ordre,
nous ne pouvons en inférer qu’elle vaut aussi pour les propriétés du
deuxiéme ordre. Nous ne pourrons prouver, par exemple, que si 7 et n
sont des nombres finis, 72 + n est un nombre fini. » En effet, «m est un
nombre fini» est, dans la théorie des types de Russell, une propriété du
deuxiéme ordre, car elle enveloppe I’ensemble des propriétés inductives
(qui sont du premier ordre). Pour résoudre la difficulté, Russell introduit
un axiome, I’axiome de réductibilité, selon lequel «toute fonction pro-
positionnelle est équivalente, pour toutes ses valeurs, a une certaine fonc-
tion prédicative », une fonction prédicative étant une fonction d’un ordre
immédiatement supérieur a ’ordre de son argument®. Il suffit alors de
remplacer, dans la définition d’un nombre fini, « toutes les propriétés » par
«toutes les propriétés prédicatives». Mais cette solution, comme le fait
remarquer Poincaré en 1909, dans son article «La logique et Iinfini»,
revient en fait a remplacer un principe par un axiome*. Qu’il y ait 1a un
gain demande a étre prouvé. Plus radicalement encore, Wittgenstein con-
testa le caractére logique de I’axiome de réductibilité et des deux autres
axiomes que Russell avait da introduire, ’axiome de I'infini et ’axiome

32. Ibid., § 5, p. 80; trad. frang., p. 330.

33. Une fonction est dite d’ordre 1 si elle n’admet pour argument que des individus;
une fonction est d’ordre 2 si elle admet pour argument des fonctions d’ordre 1, et,
éventuellement, des individus; une fonction est d’ordre 7 si elle admet comme argument des
fonctions d’ordre 7 — 1 et, éventuellement, des individus, des fonctions d’ordre 1, ..., des
fonctions d’ordre 7 — 2. Pour prendre un exemple, «x est courageux », «x est mortel » sont
des fonctions du premier ordre, car elles ne mettent en cause que Iensemble des individus
susceptibles de constituer les valeurs de x, «x posseéde toutes les qualités d’un bon général »,
«x est un nombre» sont des fonctions d’ordre 2, car elles enveloppent I’ensemble des
propriétés de premier ordre: pour la premiére: «étre courageux », «étre bon stratege », etc.,
pour la seconde: toutes les propriétés inductives. U'axiome de réduction permet de dire, dans
le premier exemple, qu’il existe une qualité spécifique que posseédent tous les grands généraux,
dans le second exemple, qu’il existe une fonction prédicative F, donc d’ordre 1, équivalente
a «x est un nombre ». Cette fonction F étant d’ordre 1, on peut lui appliquer le principe
d’induction (ce qui permet par exemple de démontrer que la somme de deux nombres entiers
est un nombre entier).

34. Poincaré, 1909, p. 470.
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multiplicatif. Il écrit ainsi dans une lettre a Russell: « [Caxiome de réduc-
tibilité] #’est absolument pas une proposition logique, de méme que
’axiome de I’infini et ’axiome multiplicatif. Si ces propositions sont vraies,
elles sont ce que j’appellerai “accidentellement” vraies et non pas “essen-
tiellement” vraies® ». Selon Wittgenstein, seules les propositions « essentiel-
lement » vraies, qu’il appelle des tautologies, c’est-a-dire les propositions
dont la vérité ne dépend pas d’un état de choses dans un monde donné,
sont des propositions logiques. Et axiome de réductibilité ne remplit pas,
selon lui, cette condition nécessaire. Russell reconnut le bien-fondé de la
critique wittgensteinnienne.

Il y a une certaine noblesse d’attitude que le logicien doit préserver: il ne doit
pas condescendre a tirer argument de ce qu’il voit autour de lui. De ce strict
point de vue logique, je ne vois aucune raison de penser que ’axiome de
réductibilité est une vérité logiquement nécessaire, ce qu’on veut dire
lorsqu’on affirme qu’il est vrai dans tous les mondes possibles. C’est donc un
défaut d’admettre cet axiome dans un systéme logique, quand bien méme il
serait empiriquement vrai®.

Apres des tentatives infructueuses, pour se passer de I’axiome de
réductibilité, Russell, reconnut, trés honnétement, son échec, en 1925:

Il serait possible de sacrifier les suites bien ordonnées infinies a la rigueur
logique, mais la théorie des nombres réels fait partie intégrante des mathé-
matiques ordinaires, et peut difficilement faire ’objet d’'un doute raisonnable.
Nous sommes donc en droit de supposer qu’un axiome logique vrai justifiera
cela. Daxiome requis peut étre plus restreint que I’axiome de réductibilité
mais, s’il en est ainsi, il reste a découvrir?’.

Le projet logiciste de réduction de I’arithmétique, et par suite de toute
la mathématique, a la logique n’est ainsi qu’en partie réalisé. Le «poids»
logique des notions et propositions primitives, qui doit se transmettre a
toutes les disciplines scientifiques déduites de I’arithmétique, n’est pas tout
a fait suffisant pour ancrer totalement ces disciplines dans la logique. La
faute en revient aux classes infinies, source de paradoxes, dont ’évitement
nécessite le recours a des principes non logiques (axiome de réductibilité,
par exemple). La définition logiciste du principe d’induction ne parvient
donc pas, malgré les amendements que lui a apportés Russell, a ébranler la
conviction de Poincaré, ni a désarmer son ironie. Ce dernier conclura fina-
lement le débat, en 1906, par ces mots: «La logistique n’est plus stérile,
elle engendre I’antinomie »%.

35. Wittgenstein, 1971, lettre de novembre 1913, p. 228.
36. Russell, 1919, p. 192-193; trad. frang., p. 353.

37. Russell, 1910-1913, 2¢ éd., 1925, § VIL, p. xiv.

38. Poincaré, 1906, p. 316.
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2. Le principe d’induction est-il démontrable?

Nous avons vu que Poincaré reprochait a Peano de considérer le principe
d’induction comme une «définition déguisée» du nombre entier, c’est-a-
dire comme une définition par postulats, sans fournir de preuve de la non-
contradiction du systéme axiomatique. Il considérait une telle preuve a la
fois comme nécessaire et comme impossible. Hilbert, qui avait abordé des
1899 le probléeme du fondement de Parithmétique, juste apres ses Grund-
lagen der Geometrie, reprend I’idée péanienne d’un fondement axiomatique
de P’arithmétique, mais partage avec Poincaré I'idée de la nécessité d’une
preuve de non-contradiction du systéme axiomatique. Contrairement a
Poincaré, il considére cependant une telle preuve comme possible et
présente au Congrés des mathématiciens de 1904, a Heidelberg, ’ébauche
d’une construction axiomatique de I’arithmétique et de la logique, ainsi
que les premiers linéaments d’une preuve de non-contradiction de ce
systeme. Hilbert reconnait a Frege «le mérite d’avoir correctement saisi les
propriétés essentielles du nombre entier et la signification du principe de
I’induction compléte® », mais pense pouvoir aller plus loin que son pré-
décesseur en évitant les difficultés qui avaient, finalement, fait échouer ce
dernier. Alors que Frege, et a sa suite Russell, pensaient pouvoir trouver le
fondement de Parithmétique dans la logique, Hilbert va tenter une cons-
truction simultanée des lois de la logique et de Parithmétique. Poincaré fit
une analyse détaillée de la construction de Hilbert, suivant «pas a pas le
développement de la pensée de Hilbert », dans son article Les mathémati-
ques et la logique dont la premiére partie était consacrée a la logique de
Russell.

Le présupposé de la doctrine logiciste, enracinement de la mathé-
matique dans la logique, nous ’avons souligné, est corrélatif d’une objec-
tivité accordée a celle-ci. Le but de Pentreprise logiciste est par conséquent
de trouver le noyau logique objectif duquel toute la mathématique va
découler, et de le déterminer avec précision, ce qui revient a établir les
définitions des notions primitives. La définition a, en effet, pour Frege et
pour Russell, une «légitimité objective®*»; elle «nous fait passer du
domaine des possibles subjectifs a celui de la détermination objective*! ».
Pour Hilbert, au contraire, il n’y a pas d’objectivité logique. Vouloir cerner,
en les définissant, les notions primitives est une entreprise stérile, car, dit-
il, «a cet endroit, il n’y a rien, et tout se perd, devient confus et vague,
dégénere en un jeu de cache-cache*?». Dobjectivité, absente du fond
logique, selon Hilbert, est donc a chercher ailleurs. Elle sera constituée, au

39. Hilbert, 1904, p. 175; trad. frang., p. 256.

40. Frege, 1884, p. 90; trad. frang, p. 203.

41. Frege, 1884, p. 93; trad. frang., p. 205.

42. Hilbert, lettre a Frege du 29 décembre 1899, dans Rivenc et Rouihlan, 1992,
p. 226.
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départ méme de la démarche hilbertienne, par la donnée de certains objets
primitifs. Au contraire de la méthode logiciste, qui est analytique, C’est-a-
dire régressive, la méthode hilbertienne est synthétique, c’est-a-dire cons-
tructive. Partant d’éléments simples donnés dans I’intuition sensible et de
principes premiers, elle se développe déductivement jusqu’aux consé-
quences. La recherche sur les fondements n’est pas pour Hilbert un but
mais un moyen; le but est la construction de P’édifice.

On comprend, dés ces premiéres remarques, que Poincaré est plus
proche de Hilbert que de Russell ou Frege. Il partage avec Hilbert, par
exemple, la conviction que la logique ne peut suffire a fonder I’arithmé-
tique. Les deux mathématiciens se sont cependant opposés sur le statut du
principe d’induction. Pour Poincaré, nous I’avons vu, ce principe est
indémontrable, Hilbert, quant a lui, entendait bien en donner une
démonstration.

Dans la critique qu’il fait de la construction de Hilbert, Poincaré note
a deux reprises I'utilisation illicite du principe d’induction. Les commen-
tateurs s’accordent en général pour donner raison a Poincaré. Examinons
les termes de la controverse. Hilbert énonce d’abord les deux premiers
axiomes, définissant I’égalité:

l.x=x
2.x=yew(x)lwy)

Les conséquences de ces axiomes sont obtenues en remplagant les
indéterminées qui y figurent par des combinaisons des deux objets simples
donnés au départ: 1 et =, ces deux objets étant, par ailleurs, considérés
comme simples signes dépourvus de sens. Hilbert observe qu’on ne peut
obtenir, comme conséquences de ces axiomes, que des identités; il en déduit
qu’on ne peut pas obtenir de contradictions, c’est-a-dire d’assertions de la
forme a A d (a et non a). « Mais comment verra-t-on que toutes ces propo-
sitions sont des identités ? » objecte Poincaré. Et il poursuit ainsi:

Considérons une série de conséquences déduites de nos axiomes, et arrétons-
nous a un certain stade de cette série; si a ce stade, nous n’avons obtenu que
des identités, nous pourrons vérifier qu’en appliquant a ces identités I'une
quelconque des opérations permises par la logique, on n’en pourra déduire
que de nouvelles identités.

On en conclura qu’a aucun moment on ne pourra obtenir autre chose que
des identités; mais raisonner ainsi, c’est faire de I'induction complete®.

La critique de Poincaré serait valable si le domaine considéré était un
domaine fermé, déja constitué. Ce qui n’est pas le cas. Hilbert, en effet,
construit progressivement la classe des conséquences de ses axiomes. Pour
cela, il commence par introduire dans cette classe les conséquences du
premier axiome, qui est le principe d’identité. A partir de cet axiome, en

43. Poincaré, 1906, p. 20.
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remplacant I'indéterminée x, de chaque coté du signe =, par une méme
combinaison d’objets simples, on ne peut, bien évidemment, obtenir que
des identités. A ce stade de la construction, Hilbert n’a donc, dans la classe
d’assertions vraies qu’il constitue, que des identités. Le second axiome est
une inférence dont la prémisse est la conjonction de x = y et d’une assertion
notée w(x), symbolisant une combinaison quelconque contenant I’indé-
terminée x. Pour obtenir des conséquences non hypothétiques a partir de
cette inférence, il faut d’une part remplacer les x par une méme com-
binaison d’objets simples et le y par une (autre) combinaison d’objets
simples, et d’autre part prendre pour x =y et pour w(x) des assertions
vraies. Ces assertions sont a prendre dans le stock disponible des assertions
vraies, qui, nous I’avons vu, sont toutes, a ce stade de la construction, des
identités. Or le conséquent est de la méme forme que la combinaison w/(x),
et est donc aussi une identité, obtenue a partir de la précédente en
remplacant la combinaison prise pour x par celle prise pour y. Notons
d’ailleurs que x et y sont nécessairement le méme objet, puisque 1’égalité
x =y, pour étre une assertion vraie, doit étre aussi une identité. Daffir-
mation de Hilbert ne nécessite donc pas de démontrer, comme le pense
Poincaré, qu’en appliquant a une identité des opérations logiques valides,
on obtient encore une identité, mais elle consiste a observer, concernant le
second axiome, que les seuls énoncés vrais possibles, obtenus comme
conséquences, sont des identités.

Apres cette premiére étape, Hilbert introduit trois nouveaux objets:
U (infini, ensemble infini), S (successeur), S’ (Popération successeur) et
pose trois nouveaux axiomes:

3.8(U x)= U (S'x)
48(Ux)=S(Uy) I Ux=Uy
5.8(Ux)= U 1

Dans ces axiomes, les indéterminées désignent maintenant I’un quel-
conque des cinq objets simples fondamentaux ou I’une de leurs combi-
naisons. La combinaison U x désigne un élément de I’ensemble infini U.
Daxiome 3 exprime que le successeur d’un élément de U est un élément de
U. En effet, soit x un élément de U, alors S(U x) est le successeur de x;
C’est aussi un élément de U, a savoir $’(x). Daxiome 4 exprime le fait que
si deux éléments de I’ensemble U ont méme successeur, alors ils sont égaux.
Daxiome 5 exprime le fait qu’il n’existe aucun élément de U dont le suc-
cesseur soit 1; cet élément 1 sera appelé en conséquence «le premier élé-
ment» de U. Ces axiomes sont respectivement les axiomes 3, 4 et 2 de
Peano. Hilbert n’énonce pas I’axiome 1 de Peano, « 1 est un nombre* », ou

44. Peano fait en réalité commencer la suite des nombres a 0 (et non a 1 comme
Hilbert) et énonce comme premier axiome «0 est un nombre ». On sait que cela ne change
rien de fondamental puisque la définition péanienne s’applique en fait a toute progression
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estime qu’il est sous-entendu dans I’axiome 5; et il laisse de coté, pour le
moment, ’axiome d’induction compléte (axiome 5 de Peano). La
démonstration de la non-contradiction des cing premiers axiomes suit le
méme principe que la démonstration précédente. Hilbert souligne d’abord
que seul le 5¢ axiome est de la forme 4 (non a) et que, par suite, une
contradiction ne pourrait avoir lieu que si a (la négation du 5¢ axiome)
était une conséquence des quatre premiers axiomes: on aurait alors la
contradiction a A g (a et non a). Afin de montrer Pimpossibilité de cette
contradiction, il introduit la notion d’équation homogene: une équation
est dite homogene si elle comprend le méme nombre de signes (d’objets
simples) de part et d’autre du signe =. Hilbert observe que les conséquences
des quatre premiers axiomes sont nécessairement des équations homogenes,
alors que les conséquences de la négation du 5¢ axiome ne le sont pas: dans
ce dernier, en remplacant x par une combinaison d’objets simples, on aura
a gauche du signe = au moins un signe de plus qu’a sa droite. On ne peut
donc, selon Hilbert, obtenir la négation du 5¢ axiome comme conséquence
des quatre autres.

Le raisonnement de Hilbert est pris en défaut par Poincaré au niveau
de laxiome 4 dans lequel intervient, comme précédemment, une impli-
cation. Dire, comme ’affirme implicitement Hilbert, que si ’hypothése
S(U x) = S(U y) est une équation homogene, alors le conséquent U x = U
y est aussi une équation homogeéne nécessite, selon Poincaré, le recours au
principe d’induction. Comme précédemment, la critique de Poincaré serait
valable si la classe des assertions vraies considérée par Hilbert était déja
constituée, ce qui n’est pas le cas. Ainsi dans axiome 4, qui, selon Poin-
caré, pose probléme, les seules prémisses vraies pouvant étre considérées
sont nécessairement des équations homogenes. Il n’est pas besoin de véri-
fication ou de démonstration de ce fait: cela vient de ce que les seuls
énoncés vrais reconnus a ce stade de la construction de Hilbert sont les
conséquences des trois premiers axiomes, lesquelles sont des équations
homogenes. Il suit de 13, par simple considération morphologique, que les
conséquences de Paxiome 4 sont aussi des équations homogenes. En effet,
si U x=U y est une équation homogeéne (c’est-a-dire si x et y sont
constitués par le méme nombre d’objets simples), alors Pécriture de S(U x)
et celle de S(U y) contiendront aussi le méme nombre d’objets simples.
Hilbert prouve ainsi, par des considérations purement morphologiques et
donc sans utiliser le principe d’induction, contrairement a ce qu’affirme
Poincaré, que 'on ne peut trouver parmi les conséquences des quatre
premiers axiomes une assertion contredisant le cinquiéme.

Cependant, la preuve de non-contradiction de la théorie entiére, dans
la construction de 1904, est seulement ébauchée par Hilbert; elle devien-
drait beaucoup plus difficile par la suite. Plus encore, on sait aujourd’hui

(autrement dit, la définition axiomatique définit non pas un ensemble de nombres, mais une
classe d’ensembles). C’est d’ailleurs le reproche que lui adresse Russell (voir plus haut).
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qu’une telle preuve «directe », c’est-a-dire purement syntaxique, de non-
contradiction de I’arithmétique n’est pas possible. Seules sont possibles des
preuves «par modeéle», qui consistent a ramener la non-contradiction
d’une théorie formalisée, a celle d’un modeéle de cette théorie. Ainsi, la
théorie de la démonstration rameénera la non-contradiction de I’arithmé-
tique axiomatisée a celle, supposée, de ’arithmétique «intuitive ». De plus,
les premiéres tentatives qui ont été faites, par Ackermann, Herbrand, von
Newmann et Hilbert lui-méme, entre 1924 et 1932, pour démontrer la
non-contradiction de I’arithmétique par I’intermédiaire d’un modéle ont
été vouées a I’échec. Ces tentatives entendaient en effet, conformément aux
exigences du programme hilbertien, n’utiliser que des moyens strictement
finitistes. Or, Godel prouvait en 1932 qu’il est impossible de démontrer la
non-contradiction de I’arithmétique formalisée a Pintérieur de ce systéeme
et donc a fortiori par des moyens strictement finitistes. Les tentatives fini-
tistes de démonstration ne parvenaient ainsi qu’a démontrer la non-con-
tradiction d’une partie seulement de ’arithmétique, ne contenant qu’une
forme affaiblie du principe d’induction. Conformément au théoréme de
Godel, il faut donc élargir le point de vue finitiste ; on peut alors concevoir
des démonstrations utilisant des procédés constructifs, non formalisables
dans le systeme de la théorie (Godel, Kolmogorov et Gentzen ont donné
des démonstrations de ce type). Une preuve de non-contradiction de I’ari-
thmétique est donc possible, mais pas avec des moyens strictement arithmé-
tiques.

Concernant le principe d’induction, ce n’est qu’en 1927 que Hilbert
répond aux objections de Poincaré. Sa réponse consiste en la distinction de
deux types d’induction: une induction intuitive, qui repose sur un procédé
de composition et de décomposition des nombres, et ’induction propre-
ment dite, qui repose sur un principe purement formel, "axiome d’in-
duction. Ce principe formel apparait dans la mathématique formalisée de
Hilbert comme un axiome dont la compatibilité avec les autres axiomes
doit étre assurée par une métamathématique dans laquelle peut éven-
tuellement intervenir le principe intuitif. Remarquons que Hermann Weyl
a identifié, a tort, le principe d’induction de Poincaré et le procédé intuitif
d’induction de Hilbert; il écrit ainsi: « Lorsque Poincaré qualifia I’induc-
tion complete de fondement ultime de la pensée mathématique et irréduc-
tible a quoi que ce soit de plus primitif, il pensait a la composition et a la
décomposition des chiffres qui s’effectuent trés intuitivement, et dont
Hilbert use aussi dans ses constructions contentuelles »*. Le principe
énoncé par Poincaré ne se réduit cependant pas a une induction finie;
Poincaré souligne au contraire que le mérite de ce principe est de permettre
le passage du fini a I’infini.

45. Weyl, p. 1928; trad. frang., p. 166.
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Conclusion

Il faut finalement souligner que chacun des interlocuteurs du débat que
nous avons évoqué a permis d’élucider une question difficile. LCun des
mérites de Frege et Russell fut de généraliser le principe d’induction et d’en
donner une définition purement logique. Celui de Hilbert fut d’amorcer
une démonstration de ce principe, qu’il jugea lui-méme par la suite ina-
boutie et insuffisante, mais qui marqua la naissance de la théorie de la
démonstration ou métamathématique. Quant a Poincaré, son role critique
fut essentiel. Il inspira a Russell son « principe du cercle vicieux », contribua
a Pélaboration de la métamathématique de Hilbert, et fut notamment a
Porigine du dédoublement, effectué par Hilbert, du principe d’induction en
un principe intuitif et un principe formel.

Pour revenir aux deux principales questions qui se posent a propos
du principe d’induction, nous pouvons a présent donner des éléments de
réponse. Concernant la possibilité d’une démonstration de ce principe, on
peut répondre: oui, le principe est démontrable, mais pas a partir de
n’importe quels autres principes ou axiomes. Nous avons vu que I’exigence
strictement finitiste que Hilbert pensait dans un premier temps pouvoir
imposer ne suffit pas, et qu’il faut des moyens plus puissants. Quant a la
question de savoir si le principe d’induction est un principe logique ou un
principe intuitif, nous avons déja souligné que Hilbert distinguait deux
principes, I'un intuitif, autre formel. On comprend alors la réponse
prudente de Zermelo. Ce dernier ayant démontré diverses formes du prin-
cipe d’induction dans le cadre de sa théorie des ensembles, et ’ayant ainsi
«réduit a la définition des ensembles finis » qu’il y a donnée, ou a «une des
définitions équivalentes », pose la question: « Mais en résulte-t-il que le
principe en question soit un jugement analytique? » Ce a quoi il répond
lui-méme: «Cela dépend de la nature des axiomes sur lesquels repose la
théorie des ensembles et que nous avons été contraints d’utiliser dans
chacune de nos démonstrations. Si ces axiomes, que je me propose d’énon-
cer complétement dans un autre article, ne sont que des principes purement
logiques, le principe de Pinduction le sera également; si au contraire ils
sont des intuitions d’une sorte spéciale, on peut continuer a regarder le
principe d’induction comme un effet de I’intuition ou comme un “jugement
synthétique a priori”. Quant a moi, je n’oserais pour le moment, décider
de cette question purement philosophique*. » Nous ajouterons a la réponse
de Zermelo, que cette question purement philosophique a cependant eu le
mérite, par la recherche d’un fondement purement logique du principe
d’induction, de conduire a la construction d’axiomatiques de plus en plus
satisfaisantes.

46. Zermelo, «Sur les ensembles finis et le principe de I'induction compléte », 1907,
dans Heinzmann, 1986, p. 155.
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