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Analyse

Les chaines de Markov, lis distribution des”
firmes suivant beur taille et la
mobilité des entreprises

La distribution des entreprises suivant leur taille est fortement
dissymétrique a droite et obéit pour les grandes valeurs de la va-
riable taille a la loi de Pareto : « Le nombre N(y) de firmes ayant
une taille supérieure 4 y est approximativemeént donné, quand y
est grand, par: N(y) =ay=F».

Plusieurs autres variables somoécono‘miques ont une distribu
tion analogue. Pareto avait introduit cette loi 4 propos de la répar-
tition des revenus personnels mais on la trouve, par exemple, sous
la forme présentée ci-dessus, 3 propos de la distribution des villes
suivant leur population !. On retrouve aussi cette distribution dans
des domaines totalement étrangers a 'économique : en linguistique,
en biologie et méme, dans 'article de Simon 2, on peut la voir appli-
quée au nombre de publications faites par les professeurs d'Uni-
versité. En biologie, la nature méme des phénomeénes etudiés con-
duit & considérer des processus de naissance et dé mort qui engen-
drent une distribution stationnaire, c'est-a-dire qui se.conserve au
cours du temps. En physique, la diffusion corpusculaire suivant un
mouvement brownien engendre aussi des distributions stationnaires,

1. Simon, H.-A., €¢On a Clasa of Skew Dlatnbutlon Funcnons» Bmmemca No.

53, 1955. :
2. Op. cit.
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celles que l'on constate ‘en physique macroscopique. Or en écono
mique, la loi de Pareto s'est montrée particuliérement stable tout au
long de périodes pourtant fertiles en bouleversements sociaux, aussi
on peut dire, comme le fait M.-G. Kendall dans un commentaire
sur I'article de Hart et Prais® que, peut-étre, la raison de cette
stabilité se trouve dans un mouvement, la loi de Pareto étant une
distribution stationnaire résultant d'un proceessus stochastique.
On peut, en effet, imaginer une série de classes dans I'ensemble
des tailles possibles pour une entreprise. Au cours du temps la taille
d'une entreprise évoluant, celle-ci visitera différentes classes ; c'est
ce mouvement des firmes & travers ces différentes classes que I'on
suppose régi par un processus stochastique. Ce mouvement serait
une « promenade aléatoire » si, 4 chaque période t, une firme pou-
vait croitre d'une fagon totalement indépendante des tailles qu’elle
a eues ou qu'elle a au début de la période. Ce modéle d'évolution
est peu vraisemblable. Par contre, un processus de Markov a plus
de chances de bien représenter la réalité : on suppose que si la firme
se trouve 2 la période t dans une classe i, la probabilité qu'elle se
trouve 3 la période ¢t + 1 dans la classe j ne dépend que de sa situa-
tion 4 la période t, c'est-d-dire de i, et non de sa situation aux pé-
riodes t — 1, t — 2.... Seul le passé immédiat a influé sur 'état pré-
sent, ou bien encore, la taille présente d'une firme influe seule sur
la taille qu'elle aura i la prochaine période. En termes de proba-
bilités oondmonne]les on aura, s: iet jsont des indices reperant les
i=1, 2 3 e ;
et si X(t) est une vanable a.leatmre pouvant prendre les- valeurs
de i, qui représente la situation d’ une firme a Iépoquet:

P{X(t-l— 1)=j | X () =1, X(t— 1) =i, ... X(t—m) -——1,..}
=PIX(e+1) =j| X() =1 =p*'

Ce processus est entiérement défini quand on connait les’ pro-
babilités de passage d’une classe i 3 une classe j, de la période ¢t a
la période t + 1, que T'on a appelées : b *+1 Le temps intervient
de fagon discréte, on parle alors de « chame de Markov ». Si les

. Hart, P.-E. et Prais, 5.-J., « The Analysis of Busmess Concentration », Journal
of thc Royal Statistical Society, 1956.
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probabilités de passage sont constantes dans le temps, c'est-d-dire
si quel que soit ¢t : '
:: + 1.
= by

on a une chaine de Markov homogéne dans le temps qui est donc
entiérement définie par la connaissance des probabilités de passage
py d'une classe i @ une classe j, d'une période a la suivante.

Une chaine de Markov, homogéne dans le temps, peut engen-
drer une distribution stationnaire dans les différentes classes ; D.-G.
Champernowne a le premier tenté d'expliquer la distribution paré-
tienne des revenus en utilisant un modéle de chaine de Markov
homogéne *. D’autres auteurs, Wold et Whittle * ou Sargan , ont
utilisé des modeles de processus de Markov, continus dans le temps
et pouvant prendre des états dans un ensemble continu pour ex-
pliquer la distribution parétienne de la fortune. En toute rigueur,
une firme peut croitre  des époques t quelconques et la taille qu'elle
peut avoir est un élément d'un ensemble continu de tailles, il fau
drait donc envisager un modéle de processus continu dans le temps
et dans les états pos51bles Mais, dautre part, on entend que .ce
modele soit sujet a estimation, c'est-a-dire a confrontatlon avec une
situation réelle observée ; comme les statistiques sont données sur
une base annuelle dans la plupart des cas, comme, au surplus, on
avance que les firmes ne croissent pas de'fagon continue mais passent
par saut d'un optimum de taille 3 un autre, le modéle de chaine
de Markov doit suffire a bien représenter le phénomene. Nous allons,
dans les deux paragraphes qui suivent, préciser la notion de dis
tribution stationnaire résultant d'une chaine de Markov homogene
dans le temps et considérer la mesure de la mobilité que I'on peut
deéduire de la connaissance des probabilités de passage.

Chaines de Markov et distribution stationnaire

Imaginons une chaine de Markov homogéne dans le temps ou
x{t) ne peut prendre que deux valeurs, 1 ou 2, a chaque époque.

4. Champernowne D.-G., « A Model of Income Distribution », The Economic Jour-
nal, juin 1953.

5. Weld, H-O.-A. et Wh:tde, P.-A., « Model Explaining the Pareto Law of Wealth
Distribution », Econometrica, octobre rgs4.

6. Sargan, J.-D., « The Distribution of Wealth », Econometrica, octobre 1957.
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On définit : =, R
pu=P[X(t+1) =1]X(t) =1}
b =P[X(t +1) =2|X(t) =13
b= PIX(:+1) = 1| X(1) = 2]
b =P[X(t+1)=2[X(t) =2} .

Ces quatre probabilités de passage d'un état a I'autre, d'une période
4 I'autre, définissent completement la chaine. On les dispose en une
matrice carrée dont les lignes représentent ['état & I'instant ¢ tandis
que les colonnes representent I'état a I'instant t + 1, chaque élé-
ment de la matrice étant la probabilité de passage d'un état a l'autre
de I'époque t i I'époque t + 1
A =[pn pu]
ba Das

A est la matrice des probabilités de passage ; c'est une matrice sto-
chastique telle que la somme des éléments de chaque ligne vaut 1,
puisqu'a la période t + 1 on se trouve certainement dans I'état 1
. ou I'état 2. Imaginons ainsi que suivant ce modéle élémentaire,
chaque firme ne puisse se trouver que dans une des deux classes
{1 et 2) et que les évolutions des firmes correspondent i cette
chaine de Markov. p,; représenterait alors la proportion moyenne de

firmes passant en une période de la taflle i a la taille 5, (i, j =1, 2).
Si a l'instant t = =0, la repart:ltxon des firmes dans Ies classes etmt

{"1(0) ‘“2(0)] ﬂ1(0) +n2(0) =1
3 Tinstant t'-l elle seraxt o o
Com(1) = = put, (0)+p,1m(o) SRR
n(1) = P:»m(O) +pzzn,,(0) F R e
et on aura encore : :
. nl(l) +n,(1) =1

Cest-a-dire que I'on obtient la 11gne [nl(l) nz(l)] |
par produit matriciel 3 droite de fn,(0) n.(0)]} par A
. P Pu]

() m()1= ) @[] 7]
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On a ainsi de période en période :
[n,(t+1) n(t+1DI={[n(t) ()] XA
= [n,(0) n,(0)] X Atts

et toujours : n(t+1)+n(t+1)=1

Si, a partir d'une date 7, on a :
(e +1) n(t+1)1=[n(t) n(t)}; =7

on a atteint une distribution stationnaire, qui se conservera au cours
du temps. Pour préciser cette notion de distribution stationnaire,
considérons les deux distributions successives :

[n(t) n.(t)]=[n.(0) n,(0)] X At
[n(t+1) n(t+1)]=[n,(0) n,(0)] X At+:

Elles sont identiques si 4 partir d'un moment 7 : A+t = At, Illus-
trons cela par un exemple numérique trés simple :

[2/3. A] [0.66'7 0.333]
% %1 L0.500 0.500
| A2=[0.611 0.289] .AB=|:0.602 0.39s:|
0.583 0.417 0.597 0.403
Ai=[0.600 0.400]
0.600 0.400

a partir de A* toutes les puissances de A seront identiques :

0.6 0.4
At= —Bst>4
| [0.6 0.4] W

On voit que les deux lignes de A sont alors identiques ce qui est
un résultat général qui s'énonce ainsi : « Si une matrice A est ré-
guliére, At tend, quand t augmente, vers une limite B composée
de lignes identiques 4 éléments tous positifs ».

Il est maintenant facile de vérifier que la distribution station-
naire, dans ce cas, est {0.6 0.4] quelle que soit la distribution
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d'origine [n,(0) n,(0)}7. La distribution stationnaire est iden-
tique a chaque ligne de. B, elle est ainsi indépendante de la distri-
bution d'origine. Ainsi, d'aprés les modéles utilisant des chaines de
Markov, la concentration des firmes résulte d'une distribution
stationnaire de leur taille due i la mobilité de ces entreprises. La
matrice A est un indicateur de la mobilité des firmes au cours d'une
période, la matrice At quand T est grand est un indicateur de l'effet
asymptotique de cette mobilité sur la distribution des entreprises.

Les modéles de processus de Markov engendrant des distributions
stationnaires parétiennes

Ces modeles se résument i des hypothéses faites sur les proba-
bilités de passage moyennant quoi une distribution stationnaire de
type parétien ou log normale est obtenue. Dans le cas ot on choisit
un modeéle de chaine de Markov avec un ensemble fini ou dénom-
brable d'états, cest-d-dire de classes, les hypotheses peuvent porter
sur la définition de ces classes et aussi sur la structure de la matrice
des probabilités .de passage.

Hart et Prais considérent une chaine de Markov ou figurent des
classes dont la taille suit une progression géométrique : la limite
supérieure d'une classe est égale a deux fois sa limite inférieure. La
loi des effets proportionnels est ainsi introduite dans le modéle. On
suppose, en effet, que si un événement e influe sur un objet de taille
x en transférant cette taille en ., il influera sur un objet de taille
y en le transformant en &.y. Les grandes entreprises ont alors plus
~ de chances de grandes variations absolues que les petites ce qui peut
paraitre normal. Ce découpage des classes avait été choisi par Cham-
pernowne quand il-étudia des modéles de distribution des revenus et
c’est au fond le dénominateur commun de tous les modéles présentés
qui conduisent 3 des distributions stationnaires fortement dissymé-
triques de type log normale de Pareto, de Yule ou simplement
asymptotiquement parétiennes. Suivant les hypothéses faites sur les
probabilités de passage, on obtient 'une ou I'autre de ces lois. Une

7. It est facile de‘vén'ﬁer que, si 12 4: nl‘(o) + na(0) = 1t
in t)ﬁﬂz(t) = [ni{c} na(e)] X At = [ﬂ:(ol).ﬂz(O)] X B = [n1(0) ny(0)}
® o5 o4 = [0.6 o0.4].
0.6 o4
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difficulté particuliére aux modeles de chaine de Markov appliqués
a I'évolution des tailles des firmes est la nécessité de tenir compte
de la disparition et de la naissance de certaines firmes. Dans les
articles de 1.G. Adelman ® et de Hart et Prais®, on considére une
classe fictive ou vont les entreprises qui disparaissent et d'ou vien-
nent celles qui naissent ; cette classe fictive n'a cependant aucune
signification concréte et on doit I'éliminer quand on a obtenu la
distribution stationnaire. D'autre part, le découpage des classes
suivant une progression géométrique de raison deux peut sembler
arbitraire ; la portée du modéle augmenterait si on établissait les
classes a partir de considérations économiques faites « sur le terrain »
qui détermineraient les optimums des tailles sur lesquels on centre-
rait les classes. Si la loi des effets proportionnels restait vérifice, on
aurait encore des classes dont les largeurs suivraient une progres-
sion géométrique mais, de toute fagon, on aurait donné. une signifi-
cation précise aux classes, ce qui faciliterait beaucoup l'interpré-
tation de la matrice stochastique A.

La mesure de la mobilité des firmes

Les modéles de chaine de Markov donnent un réle prédominant
a la mobilité des firmes. C'est elle qui détermine la matrice des pro-
babilités de passage A et par 12 méme la distribution stationnaire ;
c'est donc elle qui est responsable de I'état de concentration qui y
figure. Une action sur la mobilité pourra entrainer une modification
de la concentration, de méme qu'un état de concentration que 'on
suppose immuable pourra entrainer une modification de la mobilité.
La notion de mobilité est cependant plus précise que celle de con-
centration : deux états de concentration semblables peuvent étre
le résultat de distributions stationnaires engendrées par des chaines
de Markov différentes ; on pourra comparer ces deux situations
au moyen des indices de mobilité que M. Prais a proposés *°.

Dans la théorie des chaines de Markov, on a introduit une dis-
tinction entre plusieurs catégories d'etats, ot figurent entre autres :

8. Adelman, Irma-G., « A Stochastic Analysis of the Size Distribution of Firms 3,
Journal of the American Statistical Association, décembre 1958.

9. Hart et Prais, op. cit.

10. Prais, §.-]., ¢« Measuring Social Mobility », Journal of Royal Statistical Society,
1955.
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 Les etats isolés. —: Si la matrice A est de la forme :
B 0
Lo C
ou B et C sont des matrices carrées tandis que O est une matrice
dont tous les éléments sont nuls, on a alors deux ensembles d'états

isolés auxquels correspondent les matrices de passage B et C: par
exemple, si A a la forme : .

[bu P 0 0
bas b O O

0 0 p 38 pﬁi
[0 0 pu pu]
des mouvements peuvent se faire entre les états 1 et 2 0ou 3et4
et non entre 1 et 3, par exemple, car il y a une probabilité de passage

nulle. On a en fait deux chaines de Markov distinctes définies par
les sous'matrices B et C.

A:

Les états transitoires. — Si A 4 la forme

s=ls o

ou B et C sont des matrices carrées et O est une matrice nulle
"Comme il est permis de sortir des états relevant de la matrice B,
mais pas d'y revenir, la probabilité de-ces états ne cesse de décroitre
au cours du déroulement du processus onles appelle donc transr
toires. -
Les états récurrents. — Un état  est récurrent si la probabihte
de retourner a l'etat 1, quancl on est parti de ce méme état, aprés un
temps fini est égale a 1. : =

Si la matrice A est reguliére et xrreducnble, Clest-d-dire si elle
ne peut pas se mettre sous une des. deux formes :

Ao

1]
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et si son déterminant est différent de 0, on a déja vu que A* tend-a
avoir toutes ses lignes identiques, chaque ligne représentant la dis-
tribution stationnaire ; tous les états qui figurent dans la chaine sont
alors récurrents. La présence d'états isolés ou transitoires peut étre
considérée comme cas extréme quand on considére le processus
d’évolution de la taille des firmes. Dans chacun de ces deux cas, il
n'est pas nécessaire d’avoir un indice de mesure de la mobilité pour
s'apercevoir que tout n'est pas au mieux: Par contre, dans le cas
ot la chaine de Markov a-une matrice A réguliére irréductible, on
peut étre amené & comparer la-mobilité des firmes suivant ce pro-
cessus 4 celle qui résulterait d'une matrice de passage différente
A'. M. Prais a proposé¢ un. indice de mobilité qui est basé sur les
remarques suivantes :

— Un ensemble de firmes parfaitement mobiles est tel que la
probabilité de passage d'une classe & une autre est indépendante de
la classe d'origine et ne dépend que de la classe de destination. La
matrice des probabilités de passage doit alors &tre constituée de
lignes toutes identiques.

— Si un ensemble de firmes présente une certaine immobilité
dans la classe 1, cela entraine que py, probabilité de rester dans la
méme classe au cours d’une période, est supérieure i ce qu'elle serait
dans une société équivalente constituée d'un ensemble de firmes par-
faitement mobiles.

M. Prais compare alors le temps moyen passé par une ﬁrme
dans la classe i au temps moyen que cette firme aurait passé dans
cette méme classe si on avait eu une société équivalente parfaitement
mobile. Le rapport de ces deux temps moyens est une mesure de
I'immobilité caractéristique de la classe 1. Le calcul du temps moyen
passé dans la classe i est simple : s'il y a m; firmes dans la classe 1 &
l'instant t =0, a I'instant t =1 il y a un nombre nip;; de firmes qui
sont restées dans la classe, a I'instant t = 2 n;p% et A l'instant t =m
nip% . On peut voir que le temps total moyen passé par 1es m ﬁrmes
dans la classe i avant d’en sortir est donné par

ni
’niT: =N+ n;pu +.'n1p;,' e = 1= b
et donc une firme aura passe dans la classe ile temps moyen +
e i
Tl—l 1fi iR T vee = ™ ..
+ i +ﬂP T=pr
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M. Prais établit aussi I'écart type de ce temps
e

o 1 - pii '

Le choix d'une société parfaitement mobile équivalente a celle

que l'on a se fait en prenant pour matrice des probabilités de pas-

sage la matrice constituée des lignes définissant les distributions

stationnaires, c'est-a-dire la matrice B= A" (ou t est sufisamment

grand pour que A" = A +1). Si 7, représente la probabilité at-

tachée a la ™ classe dans la distribution stationnaire, le temps

moyen passé par une firme dans cette classe, dans le cas d'une so-
ciété parfaitement mobile équivalente a la précédente sera :

Cet indice a deux caractéristiques qui peuvent en affaiblir I'uti-
lité : la mobilit¢ qu'il mesure est particuliére, c'est celle qui occa-
sionne la stagnation dans une classe ; on peut imaginer une autre
sorte d’'immobilité qui consisterait en une diffusion trés lente, une
firme ayant quitté la classe i 4 la période t aurait alors de fortes
chances de s'y retrouver i une période t + 1, t + 2, etc... ; une telle
immobilité n'est pas repérée par I'indice I parce qu'il n'est construit
qu'avec les termes de la diagonale principale de la matrice A.
M. Prais a proposé un autre indice, que nous verrons plus loin, qui
fait intervenir l'ensemble des éléments de la matrice de passage.
Une autre caractéristique de cet indice est qu'il prend comme état
idéal celui de parfaite mobilité ; or, il est 3 remarquer que M. Prais
a introduit cette mesure de 'immobilité a propos du mouvement des
chefs de famille, d’'une génération & l'autre, & travers les classes
sociales ; on congoit alors que I'état idéal puisse étre celui ou quel
que soit 'état social du pére, le fils a la méme probabilité 7, dac-
céder 4 une classe quelconque i; dans le- cas du mouvement des
firmes, une telle mobilité est non seulement inconcevable pour une
période courte mais aussi peu souhaitable.
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Clest pourquoi le second indice proposé par M. Prais nous
semble plus intéressant pour le probléme qui nous intéresse. Les
probabilités de passage en une seule périodé d'une classe dans une
autre sont données dans la matrice A ; la matrice A’=A XA
donne les probabilités de passage d'une classe 4 une autre en deux
périodes : AT les probabilités de passage en v périodes, etc. Si A
est réguliére on a déji vu que pour t assez grand les A" sont cons
tantes et ont des lignes identiques définissant la distribution station-
naire. Cela veut dire qu'en * périodes il y a mobilité parfaite, car
la probabilité de se trouver dans une classe i en t + 7 est indépen-
dante de la classe ol on se trouve a I'époque t. Il faut insister sur
ce point, supposer qu'il y a une distribution stationnaire .c'est aussi
supposer qu'il y a cette diffusion qui entraine la mobilité parfaite
en un nombre fini, 7, de période. Suivant que v est grand ou petit
on aura une diffusion rapide ou lente ; on peut mesurer la rapidité
de cette diffusion au fur et & mesure que les périodes se passent en
calculant, pour chaque classe i et chaque nombre de périodes n
I'indice

o)

n) _ p L)

yp = B

—~ pi  est le i#me élément diagonal de An et représente donc la

probabilité, partant de i de se retrouver en i, n périodes plus tard
aprés avoir suivi un chemin quelconque.

— , est la probabilité affectée a I'état i dans la distribution station-
naire, c'est-d-dire dans chaque ligne de A’ ; c'est donc la proba-
bilité de retour a I'état i quand on est assez éloigné de I'époque ini-
tiale, (t=71), c'est-d-dire quand on a atteint la mobilité parfaite.

On remarque que lorsque n =1 cet indice ne contient pas plus
d'information que le précédent car encore seuls interviennent les
eléments diagonaux de A. Mais pour n=2, on a

W = Zpibr

pour n=13
b = %psapi?’= zkz bie bek i

—-§67-7—
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et ainsi de suite. Dans ces indices figurent donc successivement
toutes les probabilités de passage qui constituent' A. Comme nous
I'avons vu - J{” tend vers 1.quand n tend vers . La vitesse 3 la-
quelle les J{ , pour tous les i, tendent vers 1 quand n augmente,
permet .de comparer deux types d'évolution définis par deux ma-
trices des probabilités de passage différentes.

Ces modéles de chaines de Markov ont été aussi bien appliqués
3 I'ensemble des firmes cotées en boursé au Royaume-Uni!' qu'a
un secteur particulier, I'acier aux E.U. 2. Dans tous les cas un
certain nombre de précautions devront &tre prises avant de batir
le modele. Le choix de la variable « taille » devra étre fait de fagon
a ce que la mobilité ait été homogéne dans les périodes qui vont
servir I estimation des probabilités de passage. Le choix des classes
posera encore de nouveaux problémes, et c'est certainement dans
ce stade préliminaire que se trouvent les plus grandes difficultés.

Alain HAURIE,
professeur d I'Ecole des
Hautes Etudes commerciales

(Montréal)

rr. Wold et Whittle, op. at.
.12, Adelman, op. cit.
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