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DIFFICULTES DE CALCULER LES COTES
DES SWAPS DE VOLATILITE

par Raymond Théoret, Pierre Rostan et Lydie Zabré

Les swaps de volatilité sont des produits dérivés nouveaux, en vogue depuis 1998.
Le but de cet article est de fournir une procédure pour déterminer la cote d’un swap
de volatilité et d’évaluer ses limites. Pour ce faire, nous nous basons sur une solution
analytique développée par Javaheri, Wilmott et Haug (2002), qui fait appel a un
processus GARCH (1,1) pour estimer la volatilité des rendements de I'instrument
financier étudié. Nous appliquons cette procédure 2 I’estimation de la cote d’un
swap de volatilité écrit sur I’indice S&P TSX60 de la Bourse de Toronto. Nous
fournissons un programme écrit en Visual Basic pour évaluer cette cote. Une simu-
lation du modele révele que le modele étudié s’avere trés sensible a I'estimation de
certains de ses parametres, notamment la vitesse d’ajustement de la variance instan-
tanée vers son niveau de long terme et le degré de leptocurtisme dans la distribution
des rendements. Une estimation trop faible pour la vitesse d’ajustement ou un trop
fort degré de leptocurtisme peut tout simplement tuer le swap de volatilité. Ces
résultats étant plus prononcés pour les swaps a plus long terme, cela peut remettre
en question le recours a la solution analytique de Javaheri, Wilmott et Haug (2002)
pour déterminer les cotes de tels swaps. Du fait de I’avénement récent des swaps de
volatilité, nous croyons que notre contribution & ce sujet aidera I’analyste financier
a mieux cerner la détermination des cotes de tels swaps.
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ABSTRACT

Volatility swaps and variance swaps are new derivative products in fashion since
1998. This paper presents an analytical solution to compute the quotation of a vola-
tility swap and examine its limits. This analytical solution was found by Javaheri,
Wilmott and Haug (2002) and it uses a GARCH (1,1) process to estimate the volatil-
ity of the returns of the financial instrument studied. We apply this procedure to
estimate the quotations of volatility swaps of differing maturities written on the S&P
TSX60 index of the Toronto Stock Exchange. We have written a Visual Basic
(Excel) program to compute these quotes. A simulation of the model revealed that it
is very sensible to the estimation of its parameters, particularly the speed of adjust-
ment of the instantaneous variance and the degree of kurtosis in the distribution of
returns. A too small speed of adjustment or a too high kurtosis might kill the volatil-
ity swap. These results being more pronounced for long term swaps, we might ques-
tion the use of the analytical solution to price long term swaps. In view of the recent
advent of volatility swaps, we hope that our contribution on this subject will help the
financial analyst to better grasp the computation of a volatility swap quotation.

Keywords: Option pricing, volatility swap, quote, GARCH, Toronto Stock Exchange.

I. INTRODUCTION

Plusieurs articles' se sont attaqués a la prévision de la volatilité
des variables financieres, tels les taux de rendement et les taux de
change, mais trés peu encore se sont penchés sur des stratégies opti-
males de placement ou de gestion des risques fondées sur une prévi-
sion de la volatilité de telles variables. Certes, plusieurs méthodes
sont apparues pour transiger la volatilité réalisée. Pour ce faire, il
suffit de prendre certaines positions sur des options, couvertes ou non.
Toutefois, jusqu’a tout récemment, les investisseurs ne disposaient
d’aucun véhicule qui leur aurait permis de transiger la volatilité
directement.

Des produits dérivés négociés ayant comme sous-jacent la vola-
tilité d’une variable financiere, soit des contrats a terme sur la volati-
lité, ont percé a jour en 1996 sur la Bourse suédoise. Plus récemment,
des contrats & terme basés sur un indice de volatilité implicite ont fait
leur entrée sur I’EUREX, la Bourse germano-suisse. Les volumes de
transactions sur ces contrats ont été faibles cependant. De son coté,
le marché OTC? a lancé des swaps de volatilité, soit un véhicule per-
mettant de transiger directement la volatilité. L’ origine de ces instru-
ments remonte a 1998, dans la foulée de la débandade de la firme
LTCM? qui s’est traduite par une escalade de la volatilité implicite
des indices boursiers a des niveaux sans précédent.

Dans cet article, nous montrons comment calculer la cote d’un
swap de volatilité a 1’aide de la solution analytique proposée par
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Javaheri, Wilmot et Haug (2002) que nous programmons en langage
Visual Basic (Excel). Nous illustrons cette procédure en recourant a
un swap mettant en cause un indice boursier canadien, le S&P
TSX60.

Nos simulations révélent que la solution analytique, proposée
par Javaheri, Wilmott et Haug (2002) au calcul d’un swap de volati-
lité, peut devenir tres instable si les estimations des parametres du
processus stochastique de la volatilité obtenues a 1’aide d’un proces-
sus GARCH (1,1) se situent en dehors d’un certain intervalle, bien
que cette solution se révele passablement robuste si les parametres
estimés ne s’écartent pas d’une zone jugée raisonnable. Un niveau
trop élevé de leptocurtisme au niveau de la distribution des rende-
ments du TSX60 ou une vitesse d’ajustement trop faible de la vola-
tilit€ vers son niveau de long terme peut donner lieu a des cotes
négatives pour le swap, ce qui équivaut évidemment a tuer le « swap ».
Cette instabilité de la solution analytique proposée par Javaheri,
Wilmott et Haug (2002) s’amplifie avec la durée du swap, ce qui
remet en question la pertinence de cette solution, s’agissant des
swaps a plus long terme. Il va sans dire qu’un mauvais calibrage du
modele de tarification des swaps de volatilité peut également se tra-
duire par des erreurs importantes au chapitre de 1’évaluation de la
cote d’un swap, du fait de la treés grande instabilité du modele dans
certains intervalles de ses parametres.

2. APERGU DE LA DETERMINATION DES
PRIX DES COMPOSANTES D’UN SWAP
DE VOLATILITE

Soit v la variance instantanée du rendement d’une variable
financiére, disons un indice boursier. Dans I’intervalle [0, T], la
variance réalisée du rendement, désignée

T
pmcz,estégdeﬁ:cf{:%j v(t)ydr.

1=0
Un négociant écrit des options d’achat européennes sur cet
indice boursier qu’il vend a ses clients. La durée de ces contrats est
de T. Or, on sait que le prix d’une option augmente si la variance de
son sous-jacent augmente. Il y a alors risque que le négociant accuse
des pertes substantielles si les options sont exercées advenant une
hausse appréciable de la volatilité.
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Pour se prémunir contre cette hausse éventuelle de la variance
des rendements de I’indice boursier, le négociant conclut un swap de
variance avec un fonds de placement sur I’intervalle [0, T]. Fixons
cet intervalle a un an. Ce swap est basé sur une variance des rende-
ments fixe pour 1’année, que nous désignons par Ky ,z. Cette variance
fixe constitue la cote du swap, que 1’on peut également désigner par
prix d’exercice. Dans ce swap, le négociant est payeur de la variance
fixe et receveur de la variance variable. Sa contrepartie est dans la
position opposée, comme 1’indique la figure 1.

| Ficure!

flottant
Négociant ! Fonds

fixe

Si, a I’échéance du swap, 6% > Ky g, le négociant recevra de sa
contrepartie (6% — Kyag) par dollar de valeur nominale. La valeur
nominale ou notionnelle du contrat étant de N$, il recevra donc :
(0% — Kyar) N8. Si par ailleurs 6} < Ky,g a I'échéance du swap, il
devra payer a sa contrepartie: (Ky,g — 0%) N$. Pour la contrepartie
qui paie la variance fixe, le swap de variance est véritablement un
contrat a terme de gré a gré* qui fixe irrémédiablement la variance
des rendements de I’indice boursier au niveau Ky, dans I’intervalle
[0, T].

Pour fixer les idées, supposons que la valeur notionnelle du
swap soit de 50 000 $. La variance fixe du swap (Ky ,r), dont la durée
est ici d’un an, est établie a 15 %. Si la variance réalisée du swap
s’est établie a 10 % durant la durée du swap, le négociant devra payer
au Fonds 250 000 $°. Par ailleurs, si la volatilité réalisée s’est plutdt
avérée de 20 % durant I’année, le Fonds devra payer 250 000 $ au
négociant, ce qui le compensera en tout ou en partie pour les pertes
qu’il a subies lors de I’exercice des options qu’il a écrites. Le swap
de volatilité, qui fait 1’objet de cet article, fonctionne sur le méme
principe que le swap de variance sauf que sa cote est 1’écart type des
rendements réalisés d’un titre financier et non sa variance, comme
c’est le cas pour le swap de variance. Nous verrons dans les pro-
chains paragraphes que la cote d’un swap de volatilité est reliée a
celle d’un swap de variance par un ajustement dit de convexité.

I1 convient d’ajouter davantage de formalisme dans nos propos
concernant les swaps de variance et de volatilité. Réexaminons d’abord
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le swap de variance et tournons-nous encore vers la contrepartie qui
paie la variance fixe du swap, désignée par Ky ,z. Comme on vient de
le constater, le swap de variance est un contrat a terme de gré a gré
dont le prix d’exercice est de Ky r. Pour la contrepartie qui paie la
variance fixe, ce swap équivaut a, d’une part, une position en compte
dans une option d’achat dont le prix d’exercice est de Ky et, de
I’autre, a une position a découvert dans une option de vente dont le
prix d’exercice est également de K, ;. Pour cette contrepartie, la
valeur du swap de durée T est donc, par dollar de valeur nominale, de :

r(1)dt

wwap £+ k)BT -0 )
avec :

EQ() : opérateur d’espérance dans un univers neutre au risque;

r(7) : taux d’intérét instantané.

A T’échéance du swap, la contrepartie qui paie la variance fixe
recevra un flux monétaire de (6% ~ Kyg) par dollar de valeur nomi-
nale si 63 > KV ar et elle paiera (Kyug — 6%) par dollar de valeur
nomlnale si 62 < KVAR Dans le prenner cas, elle exerce 1’option
d’achat emmagasinée dans le swap qui est alors en jeu. Dans le
second cas, 1’option de vente du swap est alors exercée mais, comme
ladite contrepartie est a découvert sur cette option, elle doit payer le
flux monétaire (payoff) correspondant a son exercice. Pour la contre-
partie qui paie la variance fixe, ce contrat a terme cristallise donc
irrémédiablement la variance du rendement au niveau Ky ,x, comme
c’est la la fonction de tout contrat a terme.

Le prix d’exercice d’un swap de variance est donné par Ky sz.
Sachant que la valeur d’un swap est nulle a son émission, la juste
valeur de Ky g est deb :

Kyax = E%(62). @
La cote d’un swap de variance correspond a Ky .

Nous venons d’envisager un swap de variance. Un swap de
volatilité est défini, pour sa part, sur I’écart type du rendement du
sous-jacent. Toujours pour la contrepartie qui paie la volatilité fixe,
la valeur de ce swap est de :

"
r(t)dt

T
swap = EQ[e—j" rmdt(ck -KyoL) *]— EQ[e—J“’

avece

(Kyor —0x) ] 3

Kyor : volatilité fixe du swap de volatilité.
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A I’instar du swap de variance, le prix d’exercice Ky est fixé
initialement a :

KVOL = EQ(GR) . (4)
C’est 1a la cote d’un swap de volatilité. Nous verrons dans la

section suivante que Javaheri, Wilmott et Haug (2002) ont dérivé
une solution analytique pour Ky, .

Pour terminer cette section, notons les diverses utilisations du
swap de volatilité. Celui-ci peut d’abord servir a spéculer sur la
tendance de la volatilité. On peut également recourir au swap de
volatilité pour négocier I’écart (spread) entre la volatilité réalisée
et la volatilité implicite ou encore pour couvrir I’exposition a la vola-
tilité implicite comme c’était le cas pour notre négociant.

3. LA SOLUTION ANALYTIQUE DE JAVAHERI,
WILMOTT ET HAUG (2002)

Le modele de Javaheri, Wilmott et Haug (2002) vise a estimer
la cote du swap de volatilité, soit K. Selon I’équation 4, cela
revient a évaluer E%(c ). On suppose ici que la variance instantanée
du rendement du sous-jacent de I’option, désignée par v, obtempere
a un processus stochastique de retour vers la moyenne, c’est-a-dire :

dv =x(0 - v) dt + yvdW ®)
avec :

K : vitesse d’ajustement;

0 : moyenne a long terme de la variance;

dW : processus de Wiener, soit dW =€ w/a.f ou € ~ N(0, 1).

L’équation (5) est calibrée a partir de 1’estimation d’un proces-
sus GARCH (1,1) pour la variance du rendement, ¢’est-a-dire :

V,=¢+ael, +Bv,, . (6)

11 existe une équivalence entre les coefficients estimés du pro-
cessus GARCH (1,1) (équation 6) et les parametres du processus
stochastique de retour vers la moyenne (équation 5)’. Cette équiva-
lence est la suivante :

AV
0=— 7
pr )
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avec: V= f =
1-0-B
. 1-6-P
L . 4 8
K ” ®)
_olét
¥= i &)

ot & est le coefficient de leptocurtisme de Pearson.

Pour estimer I’espérance de la variance dans I’équation 2, on se
sert de la fonction F(v, I, T), ou I désigne la variance des rendements.
Cette fonction peut étre trouvée en recourant a 1I’équation rétrospec-
tive de Feynman-Kac, dont la forme générale est la suivante :

2,1 09 P
at g(v) ave HiWg vy (10)

L’équation de la fonction F peut alors s’écrire comme suit :

oF 12282 oF oF
fall =0 11
T3l ¥ g TRE-N Y an

avec: F(v, L, T) =1

En solutionnant cette équation différentielle, on trouve la valeur
de I’espérance de I, qui est égale a Ky i selon I’équation 2, soit la
cote du swap de variance. Cette équation est définie en termes des
parametres de 1’équation différentielle stochastique de la variance
(équation 5) :

e 1 1 —K(T-0)
F(v, L T)=6{ T—t+ 5 |+ =(1=e™") v+1=K, . (12)

Nous voulons maintenant évaluer Ky, , ce qui revient a estimer
I’espérance neutre au risque de 1’écart type des rendements selon
I’équation 4. Or, on ne peut calculer Ky, en prenant la racine carré
de Ky g car I’on sait que :

E(Yv) < JE(V). (13)

Pour établir la relation entre les deux espérances apparaissant dans
I’équation 13, il faut effectuer 1’ajustement de convexité suivant® :
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_ _ Var(v)
E(Vv) = JE(V) B (14)

Pour estimer Ky, il faut donc connaitre, en plus, la variance
de I et non pas simplement son espérance qui est égale a la fonction

F().
Or,
var(I) = E(?) - [E(D]? =G - F2. (15)

Il reste a déterminer la fonction G(.). Javaheri, Wilmott et Haug
(2002) lui donnent la forme suivante :

G(v, 1, T)=f(t) + g(t) v + h(t) v2 + I(t) I + n(t) vI + I2. (16)

Les composantes de la fonction G(.) sont détaillées dans I’annexe
A-2.

En combinant les équations 12, 14 et 15, on obtient la valeur de
KyoL, soit la cote (ajustée) du swap de volatilité :

G-F

KVOL = ‘[F— - 8(F)3/2

a7

ot VF est le prix d’exercice non ajusté® du swap de volatilité et ou
G-F

——— est un ajustement dit de convexité.
8(F)3/2 ]

4. UN EXEMPLE NUMERIQUE

On désire calculer la cote d’un swap de volatilité basé sur I’indice
de la Bourse de Toronto S&P TSX60, swap dont la durée est de 0,91
an. On se situe le 28 février 2002. Apparait a la figure 2, I’histogramme
des rendements journaliers de cet indice pour la période s’étirant de
janvier 1997 a février 2002, qui compte en tout 1 300 observations.

Ces rendements sont calculés par la formule : r, = log i), P dési-
t-1

gnant la valeur de I’indice a I’instant t. On observe, a la figure 2, un

exces de leptocurtisme au chapitre de la distribution des rendements

journaliers de ’indice TSX60. Par ailleurs, on remarque, 2 la figure

3, que la volatilité des rendements incorpore de 1’hétéroscédasticité

conditionnelle, aux épisodes de forte volatilité succédant a des épisodes
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de volatilité plus faible. Une analyse économétrique plus poussée,
qui n’est pas détaillée dans cet article, nous a confirmé cette présence
d’hétéroscédasticité conditionnelle!®.

FIGURE 2

HISTOGRAMME DES RENDEMENTS JOURNALIERS
DUTSX60

JANVIER 1997-FEVRIER 2002

250 Series: Log returns
S&P Cad
Sample: | 1300
K Observations: 1300
150 4 Mean 0.000235
Median 0.000593
Maximum  0.051983
100 4 Minimum  -0.101108
Std. Dev. 0.013567
% o Skewness  -0.665741
Kurtosis 7.787327
N — Jarque-Bera 1337.448

-0100 -0075 -0050 -0025 0000 0025 0050 Probability 0.000000

Source: EViews.

FIGURE3
VOLATILITE DES RENDEMENTS DU TSX60

0,08

-0,08 -

-0,12

HLAR R L LN R R R R RN RRR AN AR R LR RR N ERERN LR

Log returns S&P Cad

Source: EViews.
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L’estimation de la variance des rendements du TSX60 par le
truchement d’un processus GARCH (1,1) se retrouve au tableau 1.

TABLEAU |

PROCESSUS GARCH (1,1) APPLIQUE
AUX RENDEMENTS DU TSXé60
JANVIER 1997-FEVRIER 2003

Dependent Variable: Log returns of S&P 60 Canada Index prices
Method: ML — ARCH

Included observations: 1300

Convergence achieved after 28 iterations

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C 0.000617 0.000338 1.824378 0.0681
Variance Equation

C 2.58E-06 3.91E-07 6.597337 0.0000
ARCH(I) 0.060445 0.007336 8.238968 0.0000
GARCH(1) 0.927264 0.006554 141.4812 0.0000
R-squared -0.000791 Mean dependent var  0.000235
Adjusted R-squared  -0.003108 S.D. dependent var 0.013567
S.E. of regression 0.013588 Akaike info criterion  -5.928474
Sum squared resid 0.239283 Schwarz criterion -5.912566
Log likelihood 3857.508 Durbin-Watson stat 1.886028

Source: EViews.

Cette estimation nous permet de calculer les parametres du
modele de volatilité de Javaheri, Wilmott et Haug (2002), soit :

o = coefficient ARCH (1,1) = 0,060445;
B = coefficient GARCH (1,1) = 0,927264;
= coefficient de leptocurtisme de Pearson!! = 7,787327;
6 =0,05289724 (équation 7);
K =3,09733 (équation 8);
Y =2,499827486 (équation 9 );
V =0,00020991 (équation 7);
¥ = variance instantanée, soit la derniére observation!2

du GARCH (1,1) = 0.0001%;
dt=1/252 =0,003968254;
I =0 aladate d’émission du swap.

Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.



En recourant par la suite a la solution analytique proposée par
Javaheri, Wilmott et Haug (2002) qui est programmée en Visual
Basic a1’annexe A-3, et qui contient, entre autres, les calculs détaillés
de notre exemple, on trouve la valeur suivante pour la fonction F(.) :
F(v, I, T) = 3,5256 %. Puis on calcule la fonction G(.) : G(v, I, T)
=0,2104 %. La variance de I, égale a (G — F?) selon I’équation 15, est
égale 2 0,0861 %. On peut donc évaluer la cote de ce swap (Kyq; ) en
vertu de I’équation 4. La cote non ajustée de ce swap, égale a [F(),
est de 18,7751 %. L’ajustement dit de convexité, donné par 1’équa-
tion 17, est de : 1,6262 %. La cote ajustée (Kyq, ) du swap de 0,91
année est donc de : 18,7751 % — 1,6262 % = 17,1489 %.

Nous répétons cette procédure pour des échéances de swaps sur
le TSX60 allant jusqu’a 10 ans. Les cotes de ces calculs sont colli-
gées ala figure 4.

FIGURE 4

COTES DE SWAPS DE VOLATILITE SUR LE TSX60
POUR DIVERSES ECHEANCES

28 FEVRIER 2002
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Source: EViews.
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On constate 2 la figure 4 que 1’ajustement pour des fins de con-
vexité dépend de la volatilité réalisée. Intuitivement, plus €loignée
est I’échéance du swap et plus élevée est la volatilité, plus important
sera alors 1’ajustement pour des fins de convexité.

Il convient d’examiner la sensibilité de la solution analytique
proposée par Javaheri, Wilmott et Haug (2002) a I’estimation de ses
parametres. En effet, une trop grande sensibilité du modele a ses
parametres est susceptible d’entrainer des erreurs importantes au
chapitre du calcul de la cote ajustée du swap, notamment si I’estima-
tion du processus GARCH laisse a désirer. Il est également de bon
ton d’examiner ’instabilité que pourraient créer certains parametres
dans ledit modele.

A la figure 5, on retrouve une simulation de la cote ajustée du
swap en fonction de quatre parametres du modele : v, k, O et .

FIGURE 5 )
EVOLUTION DE LA COTE AJUSTEE DU SWAP DE
VOLATILITE EN FONCTION DE QUATRE PARAMETRES :
V, X, Qety
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On note sur cette figure que la cote ajustée n’est pas trés sensible
a ’estimation de la variance instantanée (V), ce qui est un avantage
car il existe des risques importants au chapitre de I’estimation de
cette variable, celle-ci étant en effet la derni¢re observation annualisée
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du processus GARCH estimé’®. S’agissant de K, soit le coefficient
mesurant la vitesse de retour de la variance instantanée vers sa valeur
de long terme, on remarque que la solution y est trés sensible lorsque
le coefficient se situe dans un intervalle compris entre 0 et 5 mais que
son incidence devient marginale en dehors de cet intervalle. On ris-
que donc de sous-estimer la cote quand la vitesse d’ajustement de la
variance instantanée est lente, du fait des imprécisions qui peuvent se
glisser dans I’estimation de ce coefficient a I’intérieur du processus
GARCH!,

La progression de la cote ajustée en fonction de 0 révele que
I’estimation de la moyenne a long terme de la variance instantanée
exerce une grande incidence sur le calcul de la cote ajustée, la rela-
tion entre ces deux variables ayant la méme tendance a devenir pro-
portionnelle. Mais plus problématique s’avere la relation entre la
cote ajustée et 7y, ce dernier coefficient dépendant notamment du
niveau du leptocurtisme associ€ a la distribution des rendements du
TSX60 selon I’équation 9. Contrairement aux autres parametres ana-
lysés, la relation entre la cote ajustée et y s’avere négative puisque
ce coefficient exerce une influence prépondérante sur 1’ajustement
pour des fins de convexité. Jusqu’a un niveau de 2, ce paramétre
n’influence guere la solution mais son effet dépressif sur la cote ajus-
tée n’a de cesse de s’intensifier a partir de ce niveau. La simulation
révele que lorsque 7y dépasse un certain seuil, soit 3,5 dans notre
simulation, la cote ajustée devient méme négative'®. Le leptocur-
tisme de la distribution des rendements, du fait de son influence sur
le coefficient d’ajustement pour la convexité, exerce donc une
influence des plus importantes sur la solution analytique présentée
dans cet article et ce quatrieme moment de la distribution des rende-
ments peut devenir problématique pour le modele s’il s’avere trop
élevé.

Nous avons refait ces simulations pour un swap de volatilité a
plus long terme, soit un swap de 5 ans. Ces simulations ont révélé
que, pour espérer une cote ajustée positive, le coefficient ¥ devait
excéder 3. Le swap a plus long terme s’accommode donc trés mal
d’une vitesse d’ajustement lente du c6té de la variance instantanée.
Un coefficient y au-dessus de 2,5 tue également le swap, la cote ajus-
tée devenant négative lorsque ce coefficient excéde cette valeur!.
Dans le cadre de notre exemple, le seuil critique de leptocurtisme a
ne pas dépasser se situe a 8. Comme celui-ci est de 7,78 dans notre
exemple, nous sommes assez rapprochés de la borne fatale pour le
leptocurtisme. Certes, il ne faut pas négliger non plus I’interaction
entre les parametres du modele, le coefficient Y dépendant également
du coefficient o selon 1’équation 9.
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5. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons montré comment les marchands de
variance et de volatilité déterminaient les cotes de leurs swaps, a la
faveur de la solution analytique proposée par Javaheri, Wilmott et
Haug (2002). Puis nous avons appliqué leur solution a des swaps de
volatilité sur le TSX60 pour diverses échéances.

Une simulation du modele a révélé que celui-ci était treés sensi-
ble a I’estimation de certains de ses parametres, notamment la vitesse
d’ajustement de la variance instantanée vers son niveau de long
terme et le degré de leptocurtisme dans la distribution des rende-
ments. Une estimation trop faible pour la vitesse d’ajustement ou un
trop fort degré de leptocurtisme peuvent tuer le swap de volatilité.
Ces résultats étant plus prononcés pour les swaps a plus long terme,
cela peut remettre en question le recours a la solution analytique de
Javaheri, Wilmott et Haug (2002) pour déterminer les cotes de tels
swaps.
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nNNEXE A-l

I APPROXIMATION DE BROCKHAUS ET LONG (2000)

Nous voulons approximer I’équation suivante :
F(x) = x'2

qui est la forme prise par la volatilité. Une expansion de Taylor
du second degré de la fonction F(x) autour de x,, donne :

F(x) = F(x,) + F'(x)) (x—x,) + % F"(X) (x - x,)*

avec :
F(x) = ——
B 2xy2
et:
7 - 1
F (x)———4x% .

Par substitution, nous obtenons :

2
) X_xo_l(x—XO)
F(x)_x0+2xé/2 3 x?{z

2
_X+X, _(x—xo)
xp 8k

Pourx =vet Xo=E[v], ona:
Jv = +EVD _ (v-E[vD?
2JElv]  SE[v)”?
En prenant I’espérance des deux cotés de cette équation, on a :

_E[VI+E[v] E[(v-E[v]")]
Elv]= 2EV] S8E[v]2

Finalement,

Var(v)

E(vv) = JE(W) BT

soit I’équation 14.
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l ANNEXE A-2
. LES COMPOSANTES DE LA FONCTION G(N,1,T)

e ~ 2_492(,Y2_K)( ~ e—k(T_')_l)
=0T - O T S

40%> 1— e(yz-ZK)(T—t) 1—e TV
T ? N2 (2 2 _ +
-k -20| (v -2x) K

292(7 'H()( —K(T—t)zT—t+L(e—K(T—l)_1))
Y-k K X

—K(T-t) _1
1(t)=26(T—t+e—K——)

n(t) == (1-¢ ™)
K

2 o
h(t) = (Y7 =2K)(T-t) -1
® =0 (e )

2 20\ (T— —(T—
(7'-2RNT-D _ gx(T-0)

k(Y -%)

46('Y —X) )
20531 (1- )

40k (P-26)(T-1) _ _K(T-1)
T -2%) (e =
% 26(y* +K)
iyt~

(t)——(T— -

(T t) -k(T-t)
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I ANNEXEAS
PROGRAMME VISUAL BASIC (EXCEL) POUR
EVALUER LA COTE D’'UN SWAP DE VOLATILITE

"F(v, I, t)

Public Function FvIt(v, I, T, t1, kappa, theta)

Fvlt = (theta * (T —t1 + (Exp(-kappa * (T —t1)) — 1) / kappa) _
+ 1 /kappa * (1 — Exp(-kappa * (T -t1))) *v+1)/T

End Function

"G(v, I, t)

Public Function GvIt(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma)
Gvlt = (ft(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma) + _

gt(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma) * _

v+ ht(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma) * v 2 + _

1t(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma) * I + _

nt(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma) * v * [+ 1/ 2)/T"2
End Function

Public Function ft(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma)
ft=theta”"2 * (T —t1) A2 —4 * theta A 2 * (gamma * 2
—kappa) / (kappa * (gamma ” 2 — 2 * kappa)) _

* (T —t1 + (Exp(—kappa * (T —t1)) — 1) / kappa) _

—4 * theta A 2 * kappa * 2/ ((gamma " 2 - kappa) " 2

* (gamma " 2 — 2 * kappa)) _

* ((1 — Exp((gamma ” 2 — 2 * kappa) * (T —t1))) / (gamma
A2 -2 * kappa) + (1 — Exp(—kappa * (T —t1))) / kappa) _
—2 * theta * 2 * (gamma " 2 + kappa) / (gamma " 2 — kappa) _
* (Exp(—kappa * (T —t1)) * (T —t1) / kappa + 1 / kappa * 2
* (Exp(-kappa * (T - t1)) - 1))

End Function

Public Function gt(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma)
gt =2 * theta / kappa * (T —t1) — 4 * theta * (gamma " 2
—kappa) / (kappa * 2 * (gamma * 2 — 2 * kappa))

* (1 - Exp(-kappa * (T - t1))) _

+4 * theta * kappa / ((gamma ” 2 — kappa) A 2 * (gamma
A2 -2 *kappa)) _
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ANNEXE A-3 (suite)

* (Exp((gamma ~ 2 — 2 * kappa) * (T — t1)) — Exp(—kappa
*(T-t) _

+ 2 * theta * (gamma ” 2 + kappa) / (kappa * (gamma

A2 —kappa)) * (T - t1) * Exp(—kappa * (T —t1))

End Function

Public Function ht(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma)

ht =2 / (kappa * (gamma * 2 — 2 * kappa)) * (Exp((gamma
A2-2*Kkappa) * (T-t1))—1) _

— 2/ (kappa * (gamma ” 2 — kappa)) * (Exp((gamma * 2 — 2
* kappa) * (T —t1)) — Exp(-kappa * (T —t1)))

End Function

Public Function It(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma)
It =2 * theta * (T — t1 + (Exp(—kappa * (T —t1)) — 1) / kappa)
End Function

Public Function nt(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma)
nt =2/ kappa * (1 — Exp(-kappa * (T — t1)))
End Function

Public Function Varl(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma As
Double)

Varl = GvIt(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma) — FvIt(v, I, T, t1,
kappa, theta) * _

Fvlt(v, I, T, t1, kappa, theta)

End Function

Public Function convexity_adjustment(v, I, T, t1, kappa,
theta, gamma As Double)

convexity_adjustment = Varl(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma) / _
(8 * Fvlt(v, I, T, t1, kappa, theta) * 1.5)
End Function
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ANNEXE A-3 (suite)

Public Function nonadjusted_strike(v, I, T, t1, kappa,
theta, gamma As Double)

‘calcul de la cote non ajustée
nonadjusted_strike = FvIt(v, I, T, t1, kappa, theta) * 0.5
End Function

Public Function adjusted_strike(v, I, T, t1, kappa, theta,
gamma As Double)

‘calcul de la cote ajustée

adjusted_strike = nonadjusted_strike(v, I, T, t1, kappa, theta,
gamma) - _

convexity_adjustment(v, I, T, t1, kappa, theta, gamma)
End Function

Voici les calculs des composantes de la solution analytique de
Javaheri, Wilmott et Haug (2002) pour le cas analysé dans la
section 4 :

A B C D E

1 Input Output

2 |v 0,000001 F 3,5250 %

3 |1 0 G 0,2104 %

4 | T 0,91 ft 0,1742 %

5 | 0 gt 3,6984 %

6 | kappa 3,09733 ht 39,9356 %

7 | theta 0,05289724 It 6,4155 %

8 | gamma | 2,499827486 nt 60,7174 %

9 VARI 0,0861 %

10 ajustement 1,6262 %
convexité

11 cote non 18,7751 %
ajustée

12 cote ajustée | 17,1488 %
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Notes

I. Voir, par exemple : Carr, P. et D. Madan (1998).
2. Over the counter.

3. Long Term Capital Management.

4. Soit un forward contract en anglais.

5. Soit 62 — K,;) X N = (10 = 15) x 50000 = (250000)$.

6. Le prix d’exercice d’'un swap de variance doit étre comparé a celui du prix
initial d’un contrat a terme sur une action, ne serait-ce que par analogie. Pour ce contrat
a terme : F = E2(S;), ol F est le prix a terme et S, le prix de I'action 4 I'échéance du
contrat A terme. L'analogie avec le swap de variance est immédiate.

7. |l existe plusieurs références s’agissant de I'équivalence entre un processus
GARCH (l,1) et un processus stochastique. En plus de l'article de Javaheri, Wilmott et
Haug (2002), qui fait figure de pilier du nétre, notons : James et Webber (2000), chap. 18.

8. Pour des détails supplémentaires sur cette approximation, voir Brockhaus et
Long (2000). L'annexe A-| donne les aspects formels de cette approximation.

9. Ou cote non ajustée.

10. Demeterifi, K. et al. nous rappellent que pour calculer la volatilité réalisée, les
aspects suivants doivent &tre pris en compte : i) la source et la fréquence d’observation
du prix de I'action ou de lindice, ici les cotes journali¢res du TSX60; ii) le facteur
d’annualisation pour passer d’une volatilit¢ horaire ou journaliére 3 une volatilité
annuelle. Dans notre cas, I'année comporte 252 jours ouvrables, de telle sorte que le
facteur d’annualisation est de 252 pour passer d’une variance journaliére a une variance
annuelle; iii) la technique de calcul de la variance des rendements, notamment au niveau
de la moyenne des rendements. Considére-t-on la moyenne échantillonnale des rende-
ments ou suppose-t-on que cette moyenne est nulle?

1. Calculé a la figure 2.
12. Annualisée.

13. Certes, la variance instantanée initiale (seed value) joue davantage quand la
vitesse d’ajustement de la variance vers son niveau de long terme est faible. Son
influence sur la solution analytique s’efface progressivement au fur et 2 mesure que sa
vitesse d’ajustement augmente.

I14. Un autre facteur doit é&tre considéré ici. Théoriquement, plus la vitesse
d'ajustement des éléments d’une série temporelle quelconque vers sa moyenne de long
terme est faible, moins le degré d’autocorrélation négative entre les éléments de cette
série est important. L’autocorrélation peut méme devenir positive si la vitesse d’ajuste-
ment est trop faible, ce qui semble beaucoup perturber le modéle de Javaheri, Wilmott
et Haug (2002) qui suppose un processus de retour vers la moyenne pour la variance
instantanée des rendements. S'agissant de la relation théorique entre I'autocorrélation
et le paramétre de vitesse d'ajustement d’'une série temporelle, on consultera, entre
autres : Copeland et Antikarov (2001), chap.9, 253-255.

I5. Par exemple, en fixant Y2 4 dans notre exemple d’un swap de volatilité sur le
TSX60 de 0,91 an et en retenant les valeurs estimées pour les autres paramétres, la cote
non ajustée s'établit alors 3 18,77 % et le coefficient d’ajustement pour fa convexité
grimpe a 112,6 %. La cote ajustée, a hauteur de -93,83 %, devient donc fortement négative.

16. Que les swaps 2 plus long terme réagissent davantage au coefficient y est tout
A fait normal, puisque nous avons vu que I'ajustement pour la convexité augmente avec
la durée du swap de volatilité.
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