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Le développement de la pensée algébrique avant
I'introduction du langage algébrique conventionnel
(Vol. 2)

Alain Bronner
Université de Montpellier
Hassane Squalli
Université de Sherbrooke

Introduction

Dans le volume 2 de ce numéro spécial, les articles apportent de nouveaux éclairages
sur les difficultés, stratégies et opportunités pour développer la pensée algébrique dés
le primaire sans usage du langage littéral. Nous rappelons que trois composantes de
la pensée algébrique sont particulierement concernées dans ce développement: la
tendance a dénoter les quantités, la tendance a généraliser et la tendance a raisonner
de maniére analytique (Lins, 1992; Bednarz, Kieran et Lee, 1996; Squalli 2000;
Radford, 2014). Si certains articles se situent clairement dans le courant de recherche
et d’enseignement Early Algebra (Carraher et Schliemann, 2007; Radford, 2018), d’autres
s‘ouvrent a une perspective plus large d’apprentissages de concepts mathématiques en
lien avec I'arithmétique et I'algebre. Comme pour le volume 1 de ce dossier thématique,
les contributions s’inscrivent dans la recherche en didactique des mathématiques et se
structurent de maniére complémentaire et interactive autour des quatre axes définis dans
le réseau de 'OIPA que nous avons présentés dans le volume 1:

Axe 1: Fondements épistémologiques et didactiques de la pensée algébrique;
Axe 2: Analyse et comparaison de curriculums officiels ou reéels;
Axe 3: Apprentissage des éleves;

Axe 4: Enseignement et formation des enseignants.


https://www.oipa.education/
https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2017-v20-n3-ncre04255/
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Les suites non numériques et le potentiel de la pensée
algébrique chez les éleves du préscolaire

Dans cet article, Boily et ses collaboratrices présentent des analyses d’entretiens
menés dans le cadre d'une recherche collaborative (Desgagné, 1997) sur les suites non
numeériques (répétitives et croissantes) aupres de 18 éléves de quatre a six ans fréquentant
le jardin ou la maternelle dans deux écoles de I'Ontario. Cette étude se place dans les
perspectives dégagées par des chercheurs (Radford, 2012; Carraher et Schliemann, 2007;
Kieran, 1992) sur la nécessité de l'introduction précoce de taches stimulant une pensée
algébrique pour prévenir les difficultés d’apprentissage de I'algebre au niveau secondaire.
Par ailleurs, ces chercheurs avancent que plusieurs éléments de la pensée algebrique sont
sollicités lorsque I'éleve est amené a réaliser des taches sur les suites.

Dans ce cadre, le ministére de I'Education de I'Ontario (2008) préconise I'étude
des suites non numériques pour les éléves des la maternelle (quatre ans) de maniére a
favoriser I'observation et I'analyse des régularités. Les recherches dans ce domaine sont
peu nombreuses et ont amené les auteures a examiner le potentiel de I'éléve de quatre a
six ans pour réaliser des suites des figures géométriques a motifs répétitifs et croissantes
en regard du développement de sa pensée algébrique.

La tache consistait a présenter aux €éleves trois modeéles de suite. Dans un premier
temps, les trois modeles de suites ont été présentés successivement a chaque éleve
individuellement en le questionnant sur ce qui doit «venir apreés». Dans un deuxieme
temps, on demandait aux éléves de construire leur propre suite. Dans un troisieme temps,
une intervenante questionnait I'éleve pour l'inciter a réaliser la tache suggérée dans le
but de mieux appréhender le potentiel de I'éleve. Cette méthodologie visait précisément
l'identification des éléments (habiletés cognitives, démarches, erreurs des éleves) qui
peuvent favoriser ou faire obstacle au développement de la pensée algébrique.

Les auteures ont étudié les composantes d’'une pensée algébrique en identifiant
quatre niveaux de performance associée a la tache a résoudre chez les éléves ainsi que
les erreurs et les connaissances numériques interférant dans le processus d’analyse de
telles suites. Cette étude leur a permis de caractériser le potentiel d'éléves du préscolaire
dans la réalisation d’'une tache portant sur les suites non numériques et d’identifier des
eléments pouvant contribuer ou entraver le développement d'une pensée algébrique.

Cet article compléte ainsi les niveaux d’étude du développement de la pensée
algebrique pour les éléves de quatre a six ans par rapport au volume 1 de ce dossier
thématique et propose plusieurs pistes de travail pour I'enseignant.
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Cadre d'analyse des raisonnements dans la résolution de
probléemes algébriques de type partage inéquitable

Dans cet article, Hassane Squalli et ses collaborateurs proposent un cadre d’analyse
des raisonnements d’éléves dans la résolution de problemes de partage inéquitable
pouvant étre utilisés au primaire et au début du secondaire. Cet article prolonge en quelque
sorte l'article <Apprentissage de l'algebre: procédures et difficultés rencontrées lors de
la résolution de problémes» d'Oliveira, Rhéaume et Geerts du volume 1 de ce dossier
thématique, qui s'intéressait a la nature des procédures et des difficultés manifestées par
des éléves avant et apres leur introduction a I'algébre (éleves agés entre 11 et 14 ans)
dans la résolution de problemes de partage inéquitable. Les auteurs mettaient déja en
évidence, pour ces types de problemes, une variété de procédures utilisées par les éleves,
notamment en lien avec leur «degré d'algeébricité».

Dans ce volume 2, les auteurs définissent un cadre d’analyse reposant essentiellement
sur la considération de deux dimensions: le degré d’analycité du raisonnement et la nature
du registre de représentation sémiotique des procédures (Duval, 1995). Les fondements
epistemologiques de ce cadre d'analyse s‘appuient tout d’abord sur une analyse du
développement historique de I'algébre. Par ailleurs, les chercheurs soulignent le caractére
analytique de la pensée algébrique: dans le contexte de la résolution de probléemes,
raisonner analytiquement consiste a opérer sur I'inconnue comme si c'était un nombre
connu, procédant ainsi de l'inconnu vers le connu (Lins, 1992, 1993; Gascon, 1994;
Bednarz, Kieran et Lee, 1996; Radford, 2010, 2108; Squalli, 2000). Le postulat pris dans cet
article est qu’entre la catégorie des raisonnements non analytiques (degré d’analyticité
nul) et celle des raisonnements analytiques (degré d’analyticité optimal) existe une autre
categorie de raisonnements riches sur le plan de la pensée mathématique, mais qui ne
peuvent étre catalogués comme analytique ou non analytique (degré d’analyticité non nul
mais non optimal). Chacune de ces grandes catégories regroupe différents raisonnements
se différenciant selon le degré d’analycité mais aussi selon le registre de représentation
au sens de Duval (1995). Comme Hitt (2004) ainsi que Hitt et Passaro (2007), en plus
de considérer les représentations sémiotiques institutionnalisées en mathématiques
(algébriques, numériques, graphiques...), les auteurs prennent en compte différents
registres intermédiaires (langagier, schémas, diagrammes...).

Pour opérationnaliser ce cadre d’analyse, les auteurs ont analysé les réponses de
605 éléves de 48 classes du premier cycle du secondaire (agés entre 12 et 14 ans) ayant
participé a une enquéte par questionnaire (Adihou, dans ce numéro). Ce travail a permis
d’identifier des exemples prototypiques issus de productions d’éleves et d’illustrer les
différentes catégories et sous-catégories de raisonnement pour résoudre des problémes
de partage inéquitable. Par ailleurs, I'application de ce cadre d'analyse illustre bien que
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I'enjeu du passage d’'une démarche de résolution arithmétique de résolution de problémes
a une démarche de résolution algébrique ne réside pas dans le recours a la lettre et au
registre algébrique, mais dans le caractére analytique du raisonnement mobilisé.

Nature analytique des raisonnements d'éleves au début du
secondaire: qu’en est-il lors de la résolution de probleme
visant le développement de la pensée algébrique?

Adolphe Adihou présente dans cet article les résultats d’'une recherche visant a
documenter la nature analytique des raisonnements mobilisés par les éleves de 12 a
14 ans du premier cycle du secondaire (premiére et deuxiéme secondaire) au Québec
dans la résolution de problémes de comparaison en vue du développement de la pensée
algébrique. Cet article s’inscrit dans le prolongement de I'article précédent et se fonde ainsi
sur le cadre d’analyse des raisonnements des éléves dans la résolution de problemes de
partage inéquitable (Squalli, Larguier, Bronner et Adihou, dans ce volume). Rappelons que

cette grille propose de catégoriser les raisonnements selon deux dimensions, le caractere
d’analycité et la nature du registre sémiotique de résolution, et se structure en trois
grandes categories de raisonnements: synthétiques, a tendance analytique et analytiques,
ainsi que trois grandes catégories de registres de représentation: purement numérique,
intermédiaire et algébrique. Larticle propose plus spécifiquement une comparaison des
procédures de résolution des €leves dans les problemes de partage inéquitable entre la
premiere et la deuxiéme secondaire en se centrant sur la dimension relative au caractere
d’analycité. Lauteur étudie plus précisement les raisonnements de nature analytique et
les stratégies algébriques utilisés par les éleves du premier cycle du secondaire avant
et aprés l'introduction a l'algebre en prenant en compte deux questions spécifiques:
Quels sont les types de raisonnements de nature analytique produits par les éleves de premiére
secondaire sans étre inities au symbolisme? Et, aprés I'introduction au symbolisme, les éléves
reussissent-ils a utiliser des raisonnements analytiques?

Le corpus utilisé comprend un questionnaire composé de 12 problémes de
comparaison déconnectés élaborés d’aprés la grille de Bednarz et Dufour-Janvier (1994).
Le questionnaire a été soumis a des éléves du premier cycle du secondaire (premiére et
deuxiéme secondaire) en mai-juin 2012 auprés d’écoles provenant de 7 commissions
scolaires de différentes régions du Quéebec et 48 classes de premier cycle de 8 écoles
secondaires. Les éléves de premiere secondaire n‘ont pas recu un enseignement sur la
résolution de probléme par I'algébre, tandis que ceux du deuxiéme secondaire en ont recu
un. Lanalyse porte sur 605 copies pour un échantillon de 1 993 résolutions: 863 (43,30 %)
résolutions proviennent des éléves de premiére secondaire et 1 130 (56,70 %) de deuxiéme
secondaire.


https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2020-v22-n1-ncre05349/1070024ar
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Si comme on pouvait s’y attendre les résultats montrent la prépondérance des
raisonnements synthétiques chez les €leves de premiere secondaire contrairement au cas
des eéleves de deuxieme secondaire et une importance des raisonnements analytiques chez
une majorité d’éleves de deuxiéme secondaire, I'opérationnalisation de la grille d’analyse
présentée dans Squalli et al. (dans ce numéro) fournit d’autres informations intéressantes.
A titre d’exemple, la recherche montre que la manifestation des raisonnements de type
sophistiqué comme le raisonnement de type fausse-position reste fragile. Ce type de
raisonnement apparait en premiére secondaire chez une petite proportion des éleves,
mais disparait completement en deuxieme secondaire. Ainsi, quand on confronte les
éléves a des problemes (déconnectés) avant l'introduction de l'algébre, ils peuvent
produire ces raisonnements d tendance analytique comme 15,99 % des éleves de premiere
secondaire en ont produits. Cependant, ces éléves les délaissent dés I'introduction de
I'algébre formelle.

Enfin, la recherche confirme les résultats de Bednarz et Dufour-Janvier (1994) sur le
fait que l'introduction a la méthode algébrique conventionnelle de résolution peut faire
obstacle a la manifestation d’autres types de raisonnements. Elle montre aussi la pertinence
d'une perspective curriculaire du type Early Algebra et elle milite pour I'importance de
plonger I'éleve dans les activités mathématiques riches, de les confronter avec des
problemes déconnectés plus tot, C'est-a-dire dés le primaire tres tot avant I'introduction
de I'algébre formelle, pour favoriser le développement de la pensée algébrique.

Kaléidoscope sur I'accroissement des problemes de mise
en égalité dans les manuels scolaires québécois

Mélanie Tremblay et Mireille Saboya proposent dans leur article d'étudier
I'augmentation de problémes dont la modélisation peut se traduire par une équation
ou l'on retrouve I'inconnue dans les deux membres de I'égalité dans les manuels de
mathématiques québécois du premier cycle du secondaire et den rechercher les
raisons justifiant cette augmentation. Aprés avoir précisé le contexte de leur étude, elles
s'intéressent tout d’abord aux programmes des deux dernieres réformes (1992 et 2003)
et remarquent qu’'au premier cycle du secondaire (13-14 ans), les visées en algébre ne
different pas du précédent programme, et poussent a ce que les éléves s’engagent dans
un processus de modeélisation ou il y aurait traduction de I'énoncé d'un probléme a l'aide
d’'une équation algébrique dont la résolution, au moyen de manipulations symboliques,
conduirait a la recherche de la solution (Gouvernement du Québec, 2006).

Pour cette étude les auteures s’appuient sur les résultats d’'une étude comparative
de ces problemes qu’elles nomment «<mise en égalité» et qui ont été recensés dans des
manuels issus des réformes de 1992 et 2003. Lanalyse se réalise a travers la démarche
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mise en place dans les travaux de Marchand et Bednarz (1999) en prenant en compte
les classes de problemes, les cadres en jeu ainsi que la représentation et le degré
d’explicitation de la mise en égalité. Cette étude s’'inscrit dans une démarche qualitative/
interprétative (Savoie-Zajc, 2004) pour mieux comprendre les criteres qui guident le choix
des probléemes proposés dans les manuels scolaires du premier cycle du secondaire en
mathématiques.

Pour la réforme précédente, Mélanie Tremblay et Mireille Saboya utilisent les résultats
tirés de I'étude des manuels de I'étude de Marchand et Bednarz (1999), notamment sur la
résolution de problémes visant I'introduction au raisonnement analytique. En particulier,
de I'analyse des manuels de cette réforme (1992), elles retiennent plusieurs constats dont
le fait que les problemes de type partage inéquitable s’y retrouvent de facon majoritaire
(Marchand et Bednarz, 1999). Ce qui montre encore leur importance dans les choix
didactiques pour le développement de la penseée algebrique, méme si I'article met au jour
un changement, et le lien avec les deux articles précédents du volume 2 de ce dossier
thématique sur I'axe 2 centré sur le curriculum et les manuels.

Les manuels scolaires récents de la deuxieme année du premier cycle (éléves de
13 ou 14 ans), et plus particulierement les chapitres relatifs a la résolution de problemes,
constituent le corpus de données de cette recherche. Une comparaison entre I'analyse
des manuels de la réforme des années 2003 et celle de la réforme de 1992 (menée par
Marchand et Bednarz, 1999) met en évidence une rupture dans le type de problemes
proposeés par les concepteurs des manuels scolaires de ces deux peériodes et amene les
auteures a distinguer des éléments de complexité dans les manuels des années 2000
qui interrogent I'enseignement et I'apprentissage de l'algébre. Comparativement aux
manuels de la précédente décennie, les auteures constatent qu'une place importante est
dorénavant faite aux problémes de mise en égalité pour chacune des collections étudiées.
Alors que les problemes de partage inéquitable sont majoritaires dans les manuels de
la réforme de 1992, un mélange des types de probléemes se retrouve souvent dans un
méme énonceé pour les manuels d'aprés la réforme de 2003. Ces résultats permettent
finalement de discuter de la transformation de l'activité de résolution de probléemes et
de la nécessité, pour les enseignants, de considérer les choix faits dans nos plus récents
manuels pour favoriser le recours au raisonnement analytique ainsi qu'au langage littéral
dans la résolution des problemes proposeés. Pour les auteures, ces choix didactiques
semblent motivés par le deésir de favoriser I'expression d’'un raisonnement analytique
chez I'éleve qui sera dominé par le recours a la modélisation a I'aide d’équations.
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Un modele épistémologique de référence pour la
recherche sur lI'algebre élémentaire

Larticle de Noemi Ruiz-Munzon, Marianna Bosch et Josep Gascon s‘inscrit dans
la théorie anthropologique du didactique (TAD) et propose comme outil d’analyse
I'élaboration d’'un modele épistémologique de référence (MER). Les auteurs commencent
par expliciter la nécessité d’un tel outil dans le processus de recherche en didactique (Bosch
et Gascon, 2005) et présentent la premiere phase d’'une méthode de recherche utilisée
en TAD appliquée au probleme didactique de I'algébre élémentaire dans I'enseignement
secondaire obligatoire en Espagne. Ce questionnement est issu de I'analyse des processus
transpositifs (Chevallard, 1985) qui ont conditionné I'état actuel de I'algébre scolaire, et
conduit les auteurs a se demander quel est le modéle épistémologique dominant dans
cette institution (Bolea, Bosch et Gascon, 2001; Ruiz-Munzoén, 2010). Pour répondre a cette
question, Noemi Ruiz-Munzon, Marianna Bosch et Josep Gascon ont été conduits a créer
un modele de l'algébre construit depuis la recherche, un modele épistémologique de
référence (MER), qui se veut un instrument d’analyse élaboré pour expliquer des limitations
de l'algebre enseignée et mettre en évidence les phénomeénes qui en découlent. Lalgebre
elémentaire dans ce MER y est interprétée comme un processus d’algébrisation de
praxéologies mathématiques (Chevallard, 1999) déja disponibles ou de praxéologies non
mathématiques facilement mathématisables en termes d’opérations sur des grandeurs
numériques ou géométriques (Bolea, Bosch et Gascon, 2001). Les auteurs présentent
ainsi un MER du développement de I'algébre scolaire qui s'inscrit dans un modeéle plus
large permettant d’articuler I'arithmétique, I'algebre, les nombres relatifs, la modélisation
fonctionnelle et le calcul différentiel. Cela les conduit a une construction explicite d’'un
MER alternatif a I'arithmétique généralisée, modele dominant de I'algébre élémentaire,
en cohérence avec quatre indicateurs du degré d'algébrisation d'une praxéologie
mathématique.

Ce modéle prend comme point de départ les «programmes de calcul> (PC) et
considere l'algébre comme un processus de modélisation structuré en trois étapes. La
praxéologie «arithmétique» ou s’inscrit ce type de travail avec les PC atteint des limites
a la fois techniques et théoriques pour résoudre certains problémes, par exemple, pour
pouvoir déterminer si deux PC sont ou non équivalents ou les comparer. Cette nouvelle
pratique engendre le besoin de nouvelles techniques pour créer et simplifier des PC.
Le passage a la seconde étape d'algébrisation apparait alors lorsque les techniques de
simplification et les équivalences entre PC ne suffisent pas pour résoudre des problémes,
par exemple lorsque les données a modéliser et les inconnues du probléme apparaissent
comme des relations entre quantités. Pour Noemi Ruiz-Munzon, Marianna Bosch et Josep
Gascon, dans de nombreux pays l'algébre scolaire se situe presque entierement dans
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une sous-partie de cette seconde étape du processus d'algébrisation, avec un passage
trés rapide et partiel par la premiére étape, uniquement pour introduire les expressions
algébriques et les techniques de simplification et développement. La troisieme étape du
processus d’algébrisation est, pour les auteurs, nécessaire lorsque disparait la distinction
entre inconnues et parametres pour donner lieu a une praxéologie centrée sur la
production, transformation et interprétation de formules. Elle joue un role essentiel dans
la transition vers la modélisation fonctionnelle et le calcul différentiel, transition qui se
produit sous une forme trés abrupte dans I'enseignement secondaire, tout spécialement
lors du passage du collége au lycée.

Enfin, les auteurs illustrent la potentialité du MER construit pour la création et I'analyse
de séquences didactiques dans la premiére étape du processus d’'algébrisation en décrivant
une ingénierie didactique centrée sur I'utilisation de I'outil algébrique en partant du travail
d’exécution de PC dans le cas d’'un type de problemes arithmétiques simple — les jeux
de mathemagie — afin de mener les éleves dans les différentes étapes du processus
d’algébrisation. Cette premiere étape fait surgir des limitations qui motivent le passage
de la premiére a la deuxieme étape du processus d’algébrisation, puis a la troisieme
étape d'algébrisation qui suppose un changement radical du travail mathématique des
éléves et une porte d’entrée vers la modelisation algébrico-fonctionnelle (Ruiz-Munzon,
Matheron, Bosch et Gascon, 2012).

Cet article donne aussi un autre outil pour analyser les problémes de «<mise en égalité>
qui ont fait I'objet d’étude comparative de manuels dans I'article précédent de ce volume 2
et pour prolonger ce type d'étude sur I'évolution du curriculum dans différents pays.

Nous partageons le point de vue de Noemi Ruiz-Munzon, Marianna Bosch et
Josep Gascon sur I'importance d’expliciter un modele épistémologique de référence
pour l'algebre €élémentaire, et plus généralement sur la pensée algébrique, comme un
outil descriptif pour analyser les types de problemes, les praxéologies arithmétiques et
algébriques qui sont enseignées et étudier leur écologie, et pour créer, expérimenter
de nouvelles propositions d’enseignement pour mieux connaitre les possibilités de
modification de I'écologie des systémes scolaires actuels.

Comme on l'a indiqué au fur et a mesure des présentations, les articles de ce
deuxiéme volume completent ainsi les regards sur les différents axes (volume 1) du
numeéro thématique sur la pensée algébrique.
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