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Analyses

Recherche opérationnelle - 3

Files d’ attente: problémes concrets

Dans un précédent article!, nous avons analysé deux ouvrages
généraux concernant les problémes d’attente. Nous avons vu que
I’étude de ces phénoménes est double: il faut étudier la fagon
d'arriver des clients, puis, ’évolution du systéme. En ce qui
concerne les arrivées, des hypothéses trés générales en font fré-
quemment un processus de Poisson, uniforme ou pas; mais la
nature des choses ne permet pas toujours d’admettre le bien fondé
de ces hypothéses. Un article de M. Girault paru dans les Cahiers
du Bureau Universitaire de Recherche Opérationnelle?, nous donne
I'exemple d’arrivées obéissant d des hypothéses plus particuliéres.

Larticle est intitulé «Stockage régulateur d’un écoulement
continus. L’auteur se préoccupe de problémes particuliers posés a
une usine fonctionnant de fagon réguliére et approvisionnée de
fagon irréguliére: la matiére premiére arrive de loin et par charge-
ments importants. Il s'agit donc de constituer un stock qui joue
le réle du volant d’une machine, c’est-d-dire qui restitue I'énergie
emmagasinée lorsque la source énergétique s’interrompt. Il faut
remarquer que la production étant supposée réguliére, on exclut
donc des variations du genre saisonnier. Il faudra prévoir une adap-
tation du modéle choisi si une irrégularité systématique est cons-
tatée dans la production; de plus, par irrégularité des arrivées, on
sous-entend que lirrégularité vient de légers retards dus d des
petits ennuis comme ['éloignement peut en causer. On aura cepen-

1. « Files d'attente », L'Actualité Fconomique, janvier-mars 1963, pp. 626 3 642.
2. Cahier no 4, 1962.
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dant des commandes systématiques et réguliéres, ce qui causera a
la fois une régularité globale sur un temps assez long et une irré-
gularité locale sur un temps assez court. Enfin, I'auteur élimine
les possibilités de gros ennuis comme les gréves, les guerres ou
autres catastrophes graves qui mettraient le modele en défaut
puisque, comme dans tout modéle probabiliste, une loi réguliere
sera dégagée, conséquence d'irrégularités petites mais nombreuses.

L’importance du stock-tampon, inconnue du probléme, sera
déterminée par l'optimisation d’une fonction économique qui
tiendra compte, d’un cbté, des frais de stockage et, de 'autre, des
risques dus 4 un stockage insuffisant. Mais le stock total est une
quantité variable au cours du temps par suite de 1’écoulement et
des arrivées; 'écoulement étant continu, il s'agit donc de créer un
modeéle mathématique convenable pour représenter les arrivées.

L'idée premiére serait de recourir d un processus de Poisson,
par la considération du fait que les nombreuses causes diverses de
retard introduisent une certaine indépendance entre les diverses
arrivées; et, de fait, une analyse statistique des arrivées, durant
730 jours consécutifs, donne des résultats qui concordent fort bien
avec une telle hypothése.

Cependant, il est, d’un autre point de vue, absurde de suppo-
ser que les arrivées constituent un processus de Poisson. M.
Girault en donpe la raison suivante: si le nombre des arrivées au
cours d'un intervalle de temps t suit une loi de Poisson de para-
métre 2, la variance de ce nombre est At, ce qui est choquant car,
si t est grand, plusieurs commandes suivies de livraisons auront
été passées, les arrivées des 1%re, 2ime etc., commandes se seront
toutes produites. L’existence d’une variance non nulle sera donc
provoquée uniquement par les retards dans la ou les quelques
derniéres commandes; cette variance est donc un nombre borné,
qui ne saurait étre proportionnel i t.

Pourquoi les arrivées, globalement, paraissent-elles poisson-

niennes ? La réponse est dans le mot «paraissent». Elles le parais-
sent parce qu'on analyse globalement un échantillon:

tant de jours il n’est arrivé aucun chargement;
tant de jours il en est arrivé un;
tant de jours il en est arrivé deux, etc.
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On assiste, ici, au phénoméne signalé a propos de la roulette de
Monte Carlo®: on a bien un échantillon poissonnien mais la suite
des arrivées ne constitue pas un processus de Poisson.

Le probléme posé nécessite donc la création d'un modéle
particulier; 'auteur propose le suivant, qui est mi-déterministe
mi-aléatoire.

Les commandes étant passées réguliérement d des époques en
progression arithmétique de raison A, les arrivées devraient se
produire aux temps 6o, 8y, 6z, . - ., bny Oayr, .- - -, C€S EpOQuUes
formant ellessmémes une progression arithmétique de raison A.
L’irrégularité sera obtenue en ajoutant un élément aléatoire a
chacune des dates précédentes, ce qui donnera la suite:

B0 + €0y 8) + €15+ - 3 By + €ny Opsy + €nyy, - - . On supposera que les

¢ sont des variables aléatoires ayant méme loi de probabilité,

indépendantes en probabilité, de moyenne nulle, et bornées,

pour rester prés de la nature des choses. On aura par exemple:
-l< g < 1,

| pouvant &tre grand par rapport a A.

Cela étant, pour qu'une arrivée soit possible 4 une certaine
époque t, il faut:

t = 6y + e
donc:
‘an—l<t<8n+la
ce qui s'écrit:
t—l<t,<t+1

Cette double inégalité permet de déterminer le nombre d’arri-
vées possibles 4 I'époque t; c’est le nombre de termes de la suite
{ 6} compris entre t —~ l et t + 1, soit:

ct+Hh~-@-=-0 2
) B
ou, plus précisément, la partie entiére de ce nombre ou le nombre
entier suivant; cette quantité est désignée par k.

k arrivées sont ainsi possibles 4 I"époque t. Si At est suffi-
samment petit, le méme nombre d’arrivées est possible entre les
instants t et t+ At. Désignons par 6, + 1, G2 + €2
Ok + e, les instants de ces arrivées. Pour que I'une quelconque

3. L'Actualité Economique, octobre-décembre 1962, p. 437.

— 10—



FILES D'ATTENTE : PROBLEMES CONCRETS

dentre elles, 6; + & par exemple, ait lieu dans I'intervalle
(t, t + at), il faut:
t— O <eg<t+ At — 8.

La probabilité de cet événement est donnée par la loi de
probabilité des e. Désignons-la par p;, et désignons par x; une
variable aléatoire qui prend la valeur 1 avec la probabilité p; et 0
avec la probabilité 1 — p;.

Le nombre d'arrivées, aléatoire, dans l'intervalle de temps
(t,t + At) est alors:

X=x,+%%+...+x%
Pour trouver une loi de probabilité approchée de ce nombre,
supposons At assez petit, ce qui entraine des p; eux-mémes petits.
La fonction caractéristique de x; est:
o (0) =pe"+1—pi
et, par suite de I'indépendance, celle de X est:
o (®) = Ta(t)
=TI [p;(e* — 1) + 1].
Sa seconde fonction caractéristique est alors:

w(t) = Z log [p;(e f_ 1)+ 1].

Les p; étant petits, chaque logarithme se réduit d sa partie prin-
cipale:

v(t) = X pilet — 1)

= -1 Xp
d’ot: o (t) = exp [(Ci‘ - 1) Z pi]’

ce qui est la fonction caractéristique d’une loi de Poisson.

Les arrivées peuvent donc étre considérées comme localement
poissonniennes, le paramétre de la loi étant d'ailleurs variable avec
le temps et méme périodique de période A. Or, on sait que la
somme de deux variables aléatoires poissonniennes' est également
poissonnienne. Ceci permet d’expliquer que le nombre total d’arri-
vées, au cours d’un temps assez long, puisse étre considéré comme
poissonnien tel qu'indiqué par I’étude statistique.
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Enfin, si on considére un intervalle de temps (t,, t,) d"amplitude
supérieure 3 2, le nombre maximum d'arrivées possibles dans cet
intervalle de temps est égal au nombre de ¢ se trouvant sur
Pintervalle (t, — I, t; + 1); il vaut:

b+l-@t -0 to—t,+2
A B A ’

Mais, parmi ces 6;, plusieurs donnent une arrivée certaine
dans 'intervalle (t,, t;): ce sont ceux qui appartiennent a I'intervalle
(tl + L ty — l)' '

Leur nombre est:

tz—l—(t1+l)_t,—t1—21
A B A '

On voit que le nombre d’arrivées sur le segment (t,, t,) est la
somme d'un nombre aléatoire et d’'un nombre certain. Le nombre
aléatoire a pour maximum:

ta—ti+2l tp—t, -2 4l

) B A X

Sa variance est évidemment égale d celle du nombre total

d’arrivées sur (t,, t,); cette derniére est donc bornée et le modéle

choisi satisfait aux exigences voulues au départ. En supposant,

implicitement, que t, = §;et que t, — t, et | sont des multiples de 2,

l'auteur de l'article montre que la variance précédente est méme

constante; ces hypothéses implicites n'ont d'ailleurs rien de cho-
quant si A est petit par rapport d let d t, — t,.

Le modéle convenant théoriquement, 1'auteur le confronte
avec deux échantillons réels pour vérifier qu’il est satisfaisant.

Cette loi de probabilité des arrivées forme la base sur laquelle
pourra €tre construite la loi de probabilité du stock d un instant t
quelconque, d’odl un calcul économique intéressant concernant le
volume du stockage d prévoir.

* *

La solution du probléme précédent fournit donc un modéle
mathématique plus adapté a la reéalité étudiée que le processus
d’arrivées de Poisson. Dans le méme ordre d’idées, en ce qui
concerne 1'évolution des systémes d'attente, on a vu que l'on
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choisissait souvent comme loi des durées des services (ou conver-
sations) la loi exponentielle (la fonction de densité d'une telle durée
est alors de la forme Ae~*) non pas parce que cette loi s’adapte
toujours bien 4 la réalité, mais parce qu'elle fournit des résultats
simples. Ce qui la rend cependant difficilement applicable, c'est

) = . . - :
que sa moyenne——est égale 4 son écart-type; la loi ne s’applique

donc que dans le cas ou les durées de conversation sont trés disper'
sées, Si un échantillon des durées de conversation n’a pas un ecart»
type voisin de la moyenne, la loi s'ajuste mal.

La loi d’Erlang, en introduisant un nouveau parametre permet
I'ajustement de I'écart-type et conserve, au moms partxellement
les avantages de. la loi exponentielle. '

Exposons briévement le procedé qui condu1t i Ia loi d’Erlang.
On décompose, par la pensée, le service en n phases exponentielles
mdependantes du méme paramétre u; le client qui se fait servir
est censé recevoir le service S, (durée aleatoxre de densité ue~rY),
puis le service S,_, (duree aleatmre de densité pe™#), etc. Natus
rellement, tant qu’il se fait servir il est seul & parcourir les n phases
puisque celles-ci sont fictives et ne représentent pas n serveurs en

: o ‘ o 4
cascade. La durée moyenne doccupation du service est alors =
m

(pmsque la durée ’moyenne de chaque phase est 1) sa variance '%2,

e

et son’ ecartftype— On voit que le rapport de I'écart-type i la

moyenne estv— la loi s'ajuste donc & des services peu dispersés
et méme pas dispersés’ du tout (services constants) pour n infini.

L’inconvénient de ce procédé est qu'il multiplie les inconnues,
et, par suite, rend comphque le calcul des probablhtes d’état.
Supposons, par exemple, qu'il s’agisse d’un’systéme ol un nombre
fini de clients vient se présenter: un certain nombre de machines
confiées & un ouvrier qui les répare au fur et 4 mesure qu'une
panne se déclare, si I'on veut. L'état du systéme en régime perma-
nent peut &tre défini par le nombre de machines en marche: état Ei,
de probab:hte Pi si i machines fonctionnent. Si l'on 1mag1ne que
le service s'effectie en n phases, I'état du systdme .d un instant
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donné sera El, ce symbole représentant le fait que i machines fone-
tionnent, la machine en réparation se trouvant dans la phase j:
cet état a pour probabilité P} et on a, évidemment:

2 Pi=P

Les P} apparalssent comme des inconnues auxiliaires, puisque 1’état
E; a seul une existence réelle; cependant elles interviennent dans
le calcul ol le nombre d'inconnues est alors multiplié par le nombre
de phases. Il s’agit de trouver une méthode d'élimination de ces
inconnues auxiliaires qui fournisse un calcul simple des seules
inconnues intéressantes qui sont les P;. C'est le but d'un article
de E. Daru‘.

Le raisonnement porte sur 'exemple des machines réparées par
un ouvrier, On suppose que 3 machines lui sont confiées: il s’agit
donc, avec les notations précédentes, de calculer P, P, P, P;.

La durée de fonctionnement sans interruption d'une machine
est supposée exponentielle de paramétre A et les services s'effec-
tuant suivant une loi d’Erlang de paramétres u et n.

On établit les équations en régime permanent. Par exemple, on
se trouve dans |état EBf (j < n) —ce qui signifie: une machine
est en marche, une attend, la troisiéme en est 3 la phase j de sa
réparation — a I'instant t + dt, si I'une des 3 conditions suivantes
est réalisée:

a) le systéme était dans I'état Ef d I'instant t, aucune machine n’est
tombée en panne, la machine en réparation n'a pas changé de
phase:

probabilité: P{[1 — (» + ») dt];

b) le systéme se trouvait dans I'état E{ 4 I'instant t,.I'une des deux

" machines en fonctionnement est tombée en panne: -

probabilité: P§ x 2 dt;

c) le systéme se trouvait dans I’état E{** et la machme en répara-
tion a changé de phase:
probabilité: Pj*! u dt.
Le régime étant permanent on en déduit deux expressions de la
probabilité de I'état Ef:
4. « Un probléme de file d'attente », Revue éfaﬁcaise de Recherche Opération-

neile, 40 trimestre 1961, no 2r.
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=Pl — (x+x) dt] + Pf{ 22 dt + P{‘” u dt,
d'otl: P{*‘ = P} (1 + ¢ —2Ple '
A
en posantT—

On obtient de méme les expressions de - PJ*‘ et P{*' en
fonction de P§ P{ et P},

d’ou I'égalité matricielle

(D) Pitr = AP/
o A 6-“ PJ
avec pit = [P{*' = [P{}
P£'+l Pi
et : : 1 — ¢ O
A= [O 1+ e - 25]
. 0 0 1+ 2

En appliquant I’égalité (1) n — 1 fois on en déduit:
: (2) Pr= A" Py,
et B :
(B) P +Prg. . 4P =(I+A+A +. . + AP,
En tenant compte du fait que: o
CPI+PEI+ ...+ P =P
Pi+Pi+...+P =P,
" Pi+Pi+ ... +PI=P
I'égalité (3) s’écrit: - '

P, | [P}
FJ=G+A+.”+NH%P4
P, . ‘ Pil
ou encore: ’

"~ (4) Ps1 - ' ' Ry P71 )
P:=0+A+W+AH):EI
Pé " . ot P2
et, en tenant compte de (2):
) [P6 | P
Pr=mﬂ@+A+ +A“) XE
P ; 3 P,
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On obtiendra de plus une relation directe entire P" et P! en
s’intéressant aux conditions nécessaires pour que le service en soit
a la phase n i I"époque ¢t + dt.

Supposons donc, par exemple, qu'a I'instant ¢ —|— dt le systeme
soit dans I'état EJ. Cela résulte ou bien-du fait d'un état E? a
I'instant t, la réparation n'ayant pas changé de phase dans l'inter-
valle de temps (t, t + dt), ou bien du fait que le systéme, dans
Iétat EY 4 I'instant t a vu se produire la panne du seul appareil
restant en marche. On en déduit, comme précédemment:

=Pr(1 - pdt)+P"1\d:
ou: n = PP, '
et, par un raisonnement analogue:
Pr(l+e = P“ 2¢ + P}
Pr(1+ 25) P3 3¢ + P}
- Pg 36 . = Pz
Les quatre équations-précédentes forment le systeme suivant:
P? =P
6 ’P"(l-}-e) P72+ Py
© lP“(l +2¢ = Py 3¢ + P!
P3 36 = Pz 7

ou apparaissent comme seules i mconnues outre P;, les composantes
des deux vecteurs colonnes:

P} Py
{Pi] et [P;‘} e
P 3

dont les equatxons (4) et (5) donnent les expressions en fonction
de P, P, P,. En substituant on obtient donc un systéme homogéne
de quatre equatlons d quatre inconnues, Py P, P, Py, qui détermine
ces inconnues d; un facteur prés. Ce facteur sera évidemment
déterminé lulfmeme par la condition: .. :

e P.,+PI+P2+P3_1 "

*
* *

Les deux artxcles analysés ont, d'un ‘certain pomt de vue, le
méme objet: déterminer un modéle mathématique d'attente épou-
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sant le phénomeéne concret. D’autres articles récents que nous
avons regus ont des préoccupations différentes.

La revue Operation Research® publie une étude intéressante de
Lajos Takacs sur la durée d’attente dans un systéme & un poste
de service; les arrivées forment un processus de Poisson et la loi
de distribution des durées de service est quelconque; la durée
d’attente 1 (t) d'un client arrivant dans le systéme 4 I'instant t
est une variable aléatoire, pour t donné, dont l'auteur détermine
la loi de distribution. Il s'agit donc 13 d’un enrichissement d’une
théorie mathématique considérée en soi.

En revanche, la Revue Frangaise de Recherche Opérationnelle
(4®me trimestre 1962) publie une extention de résultats déjd connus.
Il s'agit encore de la durée d’attente, mais dans des conditions
étudiées depuis longtemps: arrivées poissonniennes, services expo-
nentiels, plusieurs postes de service. Ce qui fait l'originalité de
I'étude, c'est la construction d'abaques et de tables utilisables
lorsque le nombre de postes de service est grand (plus de 50 par
exemple.) Le probléme s'est posé pour déterminer le nombre d’agents
nécessaires pour répondre au téléphone dans un service de réser-
vation d'une compagnie aérienne; il s'agit donc ld d'une apphcatlon
directe d’une théorie déji connue.

C'est a ces 3 types qu'appartiennent les études récentes sur
les phénoménes dattente: approfondissement de la théorie,
construction de modéles nouveaux ou exemples d'applications de
résultats déjd anciens.

Claude TRICOT,
brofesseur d I'Ecole des
Hautes Etudes commerciales (Montréal).

5. Mars-avril 1963.

—117—



